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进入 21 世纪 ,世界 各 国都 将 提升 教育 质量 确定 为 教育 改革 的 重心 ,教师 教 
育 改 革 与 创新 更 是 成 为 重 中 之 重 。 中 国教 师 教育 改革 发 展 同样 面临 的 一 个 核 
心 问题 , 即 如 何 把 国家 教师 教育 的 战略 导向 和 基础 教育 新 课程 改革 对 教师 教 
育 的 要 求 ,转化 为 教师 教育 改革 实践 的 具体 目标 与 措施 ,加 快 传统 师范 教育 向 
现代 教师 教育 的 转变 ,培养 造就 一 大 批 优秀 教师 和 未 来 教育 家 。 

自 教师 教育 产生 发 展 至 今 , 源 起 于 为 教师 提供 教学 法 训练 的 学 科教 育 ,在 
教师 培养 与 培训 过 程 中 一 直 充 当 着 重要 角色 。 自 新 中 国 建立 以 来 ,师范 院 校 
一 直 是 教师 教育 的 主 阵地 ,因此 ,学 科教 育 研究 与 实践 的 核心 任务 ,就 是 研究 
基础 教育 ,培养 .培训 中 小 学 校 教师 。 其 遵循 的 一 个 核心 原则 是 ,对 不 同学 科 
的 教学 规律 的 发 现 与 运用 ,要 与 教育 学 的 一 般 理论 紧密 结合 起 来 ,一 般 而 言 ， 
教育 学 理论 对 于 学 科教 育 研究 与 实践 具有 指导 作用 ,而 学 科教 育 反 过 来 促进 
教育 学 理论 的 发 展 。 

1986 年 ,美国 公布 霍 姆 斯 报告 ,新 一 轮 教师 专业 化 运动 迅速 兴起 ,学 科教 
学 知识 ”概念 应 运 而 生 。 这 一 概念 强调 ,学 科 知 识 既 包括 学 科 内 容 ,也 包括 学 
科 知 识 的 逻辑 结构 ,因此 对 学 科 知识 结构 的 掌握 ,直接 影响 着 教师 传授 知识 的 
方法 和 效果 。 这 就 要 求学 科 知识 与 教育 学 知识 要 在 更 深层 次 和 更 广 范围 上 实 
现 结合 ,从 而 对 传统 的 学 科教 育 理 论 提出 了 挑战 。 

但 是 ,迄今 为 止 ,大 多 数学 科教 育 研究 与 实践 者 仍然 尊 奉 的 是 传统 原则 。 
基于 各 学 科 自 身 的 知识 钦 辑 ,基于 教师 自身 所 需 知 识 的 逻辑 结构 ,以 及 基于 基 
础 教育 阶段 各 学 科学 习 的 认 知 规律 和 教学 策略 ,尝试 重新 构建 一 个 全 新 的 学 
科教 育 理论 框架 , 仍 停留 在 一 个 讨论 的 层面 。 

2008 年 ,全 国学 科教 师 教 育 论坛 举行 。 教 育 部 副 部 长 陈 小 姬 在 论坛 开幕 
式 上 作 了 重要 讲话 ,要 求 从 事 学 科教 学 研究 与 实践 的 教师 ,要 以 服务 基础 教育 
为 导向 ,以 强烈 的 责任 感 、 使 命 感 直面 学 科 基 础 教育 与 教师 教育 改革 的 理论 与 
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实践 问题 ,积极 开展 学 科教 师 教育 的 探索 与 创新 ,逐步 建立 起 学 科教 师 教育 的 
研究 共同 体 。 

这 样 的 期 待 ,似乎 并 不 仅仅 意味 着 对 学 科教 育 研究 与 实践 的 激励 。 要 改 
变 目 前 学 科教 育 在 各 师范 院 校 的 边缘 化 和 研究 队伍 青黄不接 等 现状 ,除了 各 
师范 院 校 要 重视 学 科教 育 的 学 科 建 设 与 师资 队伍 的 建设 外 ,学 科教 育 也 必须 
寻找 到 足以 使 其 安身 立 命 的 新 的 合法 性 基础 , 即 确立 自身 学 科 的 理论 基石 与 
体系 ,积极 探索 形成 自身 的 研究 传统 与 优势 。 

我 们 也 一 起 期 待 ,教育 界 、 科 学 界 有 更 多 的 专家 学 者 来 推动 和 投身 学 科教 
育 事业 ,提出 更 多 的 、 更 具体 的 理论 与 实践 课题 ,为 促进 学 科教 育 研究 、 实 践 和 
教师 教育 的 可 持续 发 展 而 共同 努力 。 


元 甸 由 


2009 年 6 月 6 日 
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陈 月 兰 博 士 把 她 的 这 本 新 作 , 发 在 我 的 电子 邮箱 里 。 打 开 一 看 ,觉得 很 切 
中 当前 的 需要 。 一 个 师范 大 学 数学 系 的 学 生 , 如 能 阅读 此 书 ,一 定 会 得 益 良 多 。 

《国家 高 中 数学 课程 标准 了》 设置 了 许多 新 的 内 容 ,如 算法 、 概 率 统计 等 ;还 
有 一 些 拓展 性 的 选修 课程 ,包括 矩阵 变换 、 差 分 方程 、 三 等 分 角 、 风 险 与 决策 等 
等 。 此 外 ,数论 初步 、 图 论 等 内 容 又 成 为 奥赛 数学 的 基本 内 容 。 一 个 中 学 教 
师 , 掌 握 这 些 课题 ,是 与 时 俱 进 的 一 项 基本 专业 要 求 。 试 观 当前 师范 大 学 数学 
系 所 开设 的 课程 ,在 知识 内 容 上 ,应 该 说 大 体 覆 盖 了 以 上 内 容 。 但 是 ,这 些 具 
体 课题 又 分 散在 “抽象 代数 ”“ 微 分 方程 "、“ 计 算数 学 ”“ 概 率 统计 ”、“ 离 散 数 
学 ”等 许多 课程 之 中 ,并 且 又 往往 被 过 度 形式 化 的 论述 所 淹没 ,没有 充分 展开 。 
月 兰 博 士 的 这 本 《高 观点 下 的 初等 数学 ,把 上 述 的 一 些 课题 集中 起 来 ,更 详尽 
地 进行 闹 述 ,使 之 成 为 沟通 大 学 数学 和 中 学 数学 的 一 座 桥梁 ,因而 是 非常 有 价 
值 的 工作 。 

杜甫 的 诗句 云 ;会 当 凌 绝 项, 一览 众 山 小 ”就事论事 地 看 中 学 数学 ,只 是 
知 其 然 , 用 高 等 数学 的 数学 方法 进行 解读 ,就 会 觉得 嘎 然 开朗 ,内心 充实 。 我 
国有 一 名 著名 的 教育 格言 是 ;要 给 学 生 一 杯 水 , 教 师 应 该 有 一 桶 水 说 的 也 
是 这 层 意思 。 

晚近 以 来 的 数学 教育 改革 , 多 在 教学 方式 上 下 功夫 ,对 于 数学 内 涵 的 理 
解 ,数学 本 质 的 把 握 , 常 常 忽略 乃至 轻视 ,于 是 “去 数学 化 ”形成 了 一 股 潮 流 。 
数学 教师 进修 的 科目 多 半 是 教育 理念 ,几乎 不 再 关注 现代 数学 的 进展 和 高 等 
数学 思想 的 提升 。 一 些 数学 教育 方向 的 硕士 生 、 甚 至 博士 生 ,数学 修养 也 止 于 
数学 系 的 本 科 水 平 ,个 别 的 甚至 处 于 低 水 平 。 古 人 说 :“ 贤 者 以 其 昭 昭 ,使 人 昭 
昭 ; 今 以 其 重 看 ,使 人 昭 昭 .”(《 和 孟子 。 尽 心 下 ) 立 意 不 高 的 数学 教师 , 以 其 数 
学 之 氏 氏 ,怎么 能 让 学 生 获 得 数学 思维 能 力 的 “ 昭 昭 ?” 呢 ?。 

华罗庚 先生 对 于 打 好 数学 基础 ,有 “从 薄 到 厚 ” 再 “从 厚 到 薄 ” 的 精辟 论述 。 
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这 本 解读 ,把 中 学 数学 的 一 些 “ 薄 薄 ” 的 内 容 , 写 得 厚 了 起 来 。 但 是 ,作为 读者 ， 
也 许 要 把 它 咀嚼 得 更 细 些 ,将 中 学 的 相关 内 容 一 览 无 余地 回归 为 更 高 层次 上 
的 “ 薄 ”。 

数学 教师 的 教育 , 既 要 有 数学 专业 的 进修 ,也 要 有 教学 理念 的 更 新 ,并 在 
教学 实践 中 加 以 有 机 整合 。 本 书 是 数学 教师 教育 一 项 基本 建设 ,希望 能 够 对 
数学 教师 的 成 长 起 到 有 益 的 作用 。 

月 兰 老师 在 中 学 任教 多 年 ,后 去 日 本 因 图 论 研究 获得 博士 学 位 ,继而 又 在 
大 学 数学 教育 岗位 辛勤 耕耘 。 我 们 曾经 在 一 起 共事 ,彼此 熟悉 。 这 次 因 她 之 
请 , 写 了 一 些 感想 , 权 作为 序 。 


张 黄 宙 
2010 年 岁 尾 于 华东 师范 大 学 数学 教育 研究 所 
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“大 学 学 的 数学 如 何 用 到 中 学 ”这 是 很 多 中 学 教师 常常 感到 困惑 的 问题 ， 
有 的 甚至 认为 高 中 毕业 直接 可 以 去 教 高 中 ,这 些 想法 具有 一 定 的 代表 性 ,我 们 
曾 对 中 学 教师 做 过 这 样 一 次 调查 ,询问 当 你 对 所 教 的 内 容 感到 不 理解 或 有 困 
难 时 你 解决 的 途径 主要 是 什么 ,提供 的 选项 有 上 网 、 同 事 交 流 、 教 辅 书 、 大 学 数 
学 相关 的 内 容 , 得 到 的 回答 基本 上 是 同事 间 相 互 交流 ,几乎 没有 人 写 到 要 看 高 
一 级 的 书籍 ,这 个 答案 使 我 们 很 意外 ,与 此 同时 也 提醒 我 们 教 大 学 数学 数学 的 
老师 ,如 何 提供 一 些 对 在 职 或 未 来 中 学 教师 有 具体 实际 帮助 的 课程 与 书籍, 带 
着 这 个 问题 我 就 思考 着 是 否 应 该 开设 一 门将 大 学 数学 与 中 学 数学 沟通 的 课 
程 ,为 将 来 的 中 学 教师 提前 做 好 教学 准备 ,机 会 终于 来 了 , 几 年 之 前 我 有 幸 担 
任 了 本 科 生 《现代 数学 与 中 学 数学 》 与 研究 生 《 高 观点 下 的 中 学 数学 ?的 课程 ， 
首先 根据 《国家 高 中 数学 课程 标准 》 中 学 数学 内 容 来 选择 内 容 , 就 像 目录 中 所 
示 的 十 五 章 内 容 , 在 参考 张 葛 宙 、 邹 一 汉 教 授 所 著 的 《现代 数学 与 中 学 数学 》 书 
籍 的 基础 上 根据 学 生 可 接受 程度 编写 讲义 ,力求 用 现代 数学 的 思想 、 观 点 和 方 
法 对 这 些 内 容 作 系统 的 叙述 , 尽 可 能 解决 关于 这 些 内 容 的 理论 问题 ,努力 为 职 
前 和 在 职 数学 教师 提供 一 个 现代 数学 知识 的 框架 ,每 学 期 上 完 后 通过 问卷 方 
式 调查 教学 效果 ,然后 根据 学 生 反 馈 的 情况 对 讲义 进行 修改 ,通过 不 断 修订 、 
补充 和 积累 ,终于 诞生 了 这 本 数 的 锥 形 。 全 书 共 分 十 五 章 ,大 体 上 可 划分 成 两 
大 部 分 ,第 一 章 至 第 六 章 作为 基础 部 分 ,第 七 到 第 十 五 章 作为 拓展 部 分 , 章 与 
章 之 间 没 有 特别 的 逻辑 关系 ,相对 独立 性 较 强 , 读 者 可 根据 自己 的 兴趣 与 需要 
选择 。 

作为 现代 数学 与 中 学 数学 的 基础 ,第 一 章 较 为 详细 地 介绍 了 集合 的 一 般 
概念 ,主要 阐述 了 无 限 集 的 特征 ,无 限 集 与 有 限 集 合 的 区 别 与 联系 ,集合 的 公 
理化 定义 。 函 数 是 连接 初中 、 高 中 和 大 学 数学 的 一 根 重要 纽带 ,在 第 二 章 主要 
探讨 了 不 同 阶段 函数 的 不 同 表达 形式 ,这 种 多 样 性 旨 在 帮助 学 生 从 本 质 上 理 
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解 函数 概念 ,并 探讨 了 函数 与 对 应 、 映 射 之 间 的 区 别 与 联系 。 第 三 章 主 要 介绍 
了 映射 的 应 用 ,比如 如 何 通过 构造 满 射 来 解决 基本 的 抽 屋 原理 问题 ,探讨 了 喘 
射 与 运算 之 间 的 关系 、 以 及 关系 一 一 映射 一 一 反 演 之 间 的 关系 。“ 数 论 ” 这 个 
术语 虽然 未 在 中 学 数学 教材 中 直接 出 现 , 但 时 时 蕴含 在 小 学 、 初 中 和 高 中 数学 
内 容 中 ,为 此 在 第 四 章 讨论 了 整除 与 同 余 , 介 绍 了 现代 数学 中 的 同 余 关系 , 提 
出 了 同 余 关 系 解决 中 学 数学 问题 中 的 优势 。 数 学 的 学 习 离 不 开 证 明 , 第 五 章 
主要 介绍 了 什么 是 数学 证 明 、 数 学 证 明 的 主要 种 类 ,重点 介绍 了 数学 归纳 法 与 
反 证 法 的 思想 与 理论 基础 。 第 六 章 主要 介绍 了 几何 作 图 三 大 不 能 问题 的 来 
源 , 并 给 出 了 详细 证 明 。 

“对 称 ” 是 中 学 几何 图 形 中 经 常 遇 到 的 ,为 什么 正方 形 比 等 腰 三 角形 更 对 
称 ,第 七 章 将 对 “对 称 ”概念 由 几何 描述 上 升 到 代数 刻画 ,从 而 有 机 地 与 现代 数 
学 “ 群 ”建立 联系 ,让 读者 认识 到 “对 称 ” 不 仅 可 以 定性 也 可 以 量化 ,与 此 同时 可 
近 距 离 感受 “ 群 ”。 集 合 代数 、 命 题 代数 、 开 关 代 数 表面 上 不 同 ,但 透 过 现象 我 
们 会 发 现 他 们 存在 很 多 共性 ,这 些 共性 是 我 们 在 第 八 章 中 将 要 探讨 的 布尔 代 
数 , 通 过 本 章 的 学 习 , 读 者 会 感到 布尔 代数 并 不 是 那么 深 不 可 测 。 变 换 不 仅 可 
以 计算 也 可 以 具体 表示 ,第 九 章 将 通过 对 七 种 初等 变换 的 矩阵 表示 ,让 读者 明 
白 矩 阵 与 变换 之 间 的 密切 关系 ,体会 大 学 《高 等 代数 ) 的 巨大 力量 ,从 而 居 高 临 
下 指导 中 学 低 阶 矩阵 与 行列 式 的 教 与 学 。 随 着 计算 机 科学 的 发 展 ,算法 成 为 
《国家 高 中 数学 课程 标准 》 中 新 内 容 , 被 列 为 必修 ,安排 在 (数学 。 必 修 3? 中, 数 
学 中 的 算法 与 计算 机 课程 的 侧重 点 不 同 ,第 十 章 将 通过 具体 实际 例子 和 分 析 
算 理 向 读者 介绍 什么 是 算法 ,理解 基本 和 常用 算法 。 解 方程 常常 往 精确 解 方 
面 考虑 ,然而 实际 中 方程 的 近似 解 却 更 实用 ,第 十 一 章 将 从 微 积分 、 数 值 计算 
角度 对 与 中 学 关系 比较 紧密 的 实 系数 有 理 方程 超越 方程 以 及 复 系数 一 元 二 
次 方程 的 解 进行 讨论 ,并 介绍 二 分 法 .牛顿 法 等 几 种 常用 求 方 程 近似 解 的 方 
法 。 差 分 和 差分 方程 是 描述 离散 变量 变化 的 重要 工具 ,第 十 二 章 我 们 通过 引 
入 差分 概念 与 性 质 , 学 习 差分 方程 及 相关 应 用 ,并 体会 离散 变量 在 解决 实际 问 
题 中 的 力量 。 第 十 三 章 将 通过 与 读者 熟知 的 欧 氏 几何 类 比 的 方法 系统 介绍 球 
面 几何 ,在 相同 与 差异 中 感受 球面 几何 的 乐趣 。“ 风 险 与 决策 ”是 (国家 高 中 数 
学 课程 标准 ) 中 的 选修 内 容 之 一 ,也 是 大 学 决策 论 要 研究 的 ,第 十 四 章 将 过 具 
体 实例 介绍 相关 概念 ,理解 风险 决策 灵敏 度 分 析 的 意义 。 通 过 实例 了 解 马 尔 


*ee@@ 发 涟 并 当 下 才 油 汉 对 


ea 09 
和 . 


可 夫 型 决策 及 其 决策 方法 。 最 后 一 章 将 向 读者 介绍 目前 活跃 在 应 用 数学 中 的 
“图 论 ”, 虽 然 它 没有 特别 深奥 的 理论 ,但 它 与 代数 、 几 何 的 巧妙 结合 后 所 获得 
的 能 量变 得 非常 强 有 力 ,本 章 将 通过 介绍 图 论 基 本 概念 与 性 质 ,让 读者 体会 图 
论 在 解决 实际 问题 中 所 变现 出 的 力量 。 

本 书 可 作为 师范 院 校 教师 教育 专业 课程 的 教材 、 数 学 教育 专业 研究 生 的 
参考 书 ,也 可 作为 在 职 数学 教师 进修 学 习 材料 。 

本 书 涉及 的 领域 有 数论 .抽象 代数 、 几 何 、 组 合 论 ,决策 论 等 非常 广泛 , 虽 
然 参 考 了 大 量 的 书籍 与 文献 ,但 由 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 难免 会 出 现 缺 点 与 错 
误 , 敬 请 读者 批评 指正 。 

在 本 书 即将 出 版 之 际 ,我 要 特别 感谢 为 此 书写 序 的 张 英 宙 教 授 , 感 谢 参 加 
本 书后 五 章 编写 的 蒋 德 慧 、 田 俏 、 陈 多 廷 、 时 晨 、 徐 咪 叶 和 吴 雅 苏 , 以 及 参与 校 
对 的 冯 环 和 沈 莲 波 等 。 


陈 月 兰 
2010 年 末 于 华东 师范 大 学 校园 
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第 一 童 ”集合 与 无 限 


对 于 中 学 数学 教师 ,集合 是 经 常 使 用 的 一 个 概念 . 代数 几何、 统计 等 各 方面 的 
内 容 都 离 不 开 集合 ,但 有 时 会 产生 一 些 疑 问 ,如 :怎么 样 的 对 象 才 称 为 集合 ? 如 何 
比较 集合 的 “大 小 ”中 学 数学 教材 中 的 “集合 ”究竟 要 求 到 什么 程度 ? 等 等 ， 因 
此 我 们 就 需要 对 集合 有 一 个 正确 的 认识 . 

现代 数学 的 特点 之 一 是 统一 性 , 它 要 求 语言 的 统一 和 简明 ,这 就 决定 了 集合 论 
的 语言 .思想 方法 以 及 逻辑 初步 成 为 现代 数学 的 重要 基础 . 


$1 集合 的 语言 和 运算 


我 们 知道 ,在 朴素 的 集合 论 中 ,集合 是 一 个 不 能 定义 而 只 给 予 描述 的 原始 概 
念 ,比如 上 海 教材 (数学 (高 中 一 年 级 第 一 学 期 ) 这 样 写 道 :把 能 够 确切 指定 的 一 些 
对 象 看 作 一 个 整体 ,这 个 整体 叫做 集合 . 对 于 一 个 给 定 的 集合 ,集合 中 的 元 素 是 确 
定 的 ( 即 要 么 属于 这 个 集合 ,要 么 不 属于 这 个 集合 ). 

集合 论 的 语言 中 只 有 一 个 基本 动词 :“ 属 于 ”( 用 €E 表示), 由 它 出 发 ,可 以 定义 
不 属于 () ,包含 ( 壬 ) .相等 (二 ) 、 子 集 等 概念 . 再 加 上 一 些 逻辑 语言 ,如 或 . 且 、 非 ， 
就 可 以 定义 集合 间 的 运算 :并 (U)、 交 ( 门 )、. 差 (\)、 余 ,从 而 建立 集合 论 的 基本 运 
算 , 并 形成 一 种 代数 结构 . 集合 论 的 语言 与 逻辑 推理 有 密切 关系 ,用 集合 表示 概念 、 
公式 等 数学 内 容 时 ,一 般 有 两 种 方式 : 

列举 法 一 一 揭示 概念 外 延 的 方式 ,将 集合 中 的 元 素 一 一 列 出 ,如 A 二 {1，3， 
5, 7}. 

描述 法 一 一 揭示 概念 内 涵 的 方式 , 即 指出 集合 元 素 所 满足 的 条 件 ( 也 即 A 中 
元 素 所 共有 的 特征 性 质 p:A 中 每 一 个 元 素 具有 性 质 如 ;具有 性 质 p 的 元 素 在 A 
中 ) ,比如 上 述 集合 用 描述 法 表示 为 A 二 {n € N:n 为 不 超过 8 的 奇数 }. 

集合 确定 后 ,再 通过 己 、 二 、U 、 门 、\ 等 关系 就 能 用 集合 论 的 语言 来 表示 数 
学 内 容 了 . 
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关于 集合 的 运算 ,有 以 下 基本 运算 性 质 : 

1. 结合 律 AU(BUC) = (AUB) UcC; 
AN(BNO=ANBDNc. 

. 交换 律 AUB=BUA;ANB=BNA. 

. 分 配 律 AmnCBUC=(CAnmB)UCAmncC)， 
4UCBnc=(AUB)mCAUC). 

。 De Morgan 定理 设 A、B 均 为 X 的 子 集 ,X\A 记 为 A<“, 则 
(AUB'=A NB; (ANB =A UB. 

和 宕 等 律 A=AUA=ANA. 

.对 合 律 (4 = A. 

. 余 补 律 AUA:=X;ANA:=&. 


wh 


> 
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8$2 集合 的 势 


2.1 集合 的 寡 集 


定义 1 和 4 由 集合 X 的 一 切 子 集 组 成 的 集合 称 为 X 的 短 集 , 记 为 PCX), 即 
P(X)= {A|ACX}. 

性 质 1.1 车 |X|=n, 则 | P(X) |= 2". 

证 明 : 所 含 不 同 元 的 元 素 个 数 为 0 的 相 异 子 集 有 个 ; 

所 含 不 同 元 的 元 素 个 数 为 1 的 相 异 子 集 有 CC 个 ; 

所 含 不 同 元 的 元 素 个 数 为 2 的 相 异 子 集 有 CG 个 ; 

一 般 地 ,所 含 不 同 元 的 元 素 个 数 为 A 的 相 异 子 集 有 Ct 个 (0 二 上坟 办. 

上 述 子 集 都 互 不 相同 ,所 以 X 的 所 有 相 异 子 集 个 数 为 

G+ 二 + TG=0+D"= 和 和 

若 X 为 无 限 集 , 情 况 会 如 何 ? 这 就 产生 了 如 何 刻画 无 限 集 元 素 “ 多 少 ” 的 
问题 . 

如 何 来 刻画 和 度量 无 限 集 的 元 素数 量 呢 ? 自然数 集 、 整 数 集 、 有 理 数 集 、 实 数 
集 等 所 有 无 限 集 的 元 素 一 样 多 吗 ? 如 正 整数 的 全 体 Z* 二 {1, 2, 3,…} 与 正 整数 
平方 的 全 体 正 = {1, 2:，3?,…}, 哪 一 类 数 更 多 一 些 ? 有 没有 比 实数 集 元 素 “ 更 
多 ”的 集合 ? 下 面 我 们 将 围绕 这 些 问题 进行 讨论 . 
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2.2 有 限 集 和 无 限 集 


听 说 过 “ 希 尔 伯 特 旅店 ” 吗 ? 这 是 一 个 有 无 数 多 个 房间 的 旅店 ,房间 可 以 排序 
为 1,，2, 3, 4,…. 一 天 来 了 一 个 100 人 的 代表 团 ,当然 可 以 住 下 了 ,而 且 还 有 多 余 
的 房间 . 等 这 些 人 走 后 , 另 一 天 来 了 一 个 有 无 数 多 个 人 的 代表 团 , 经 理 把 代表 也 排 
了 序 , 一 对 一 ,恰好 住 下 ,没有 多 余 的 房间 . 结果 刚 安排 好 ,又 来 了 一 位 客人 ,怎么 
办 ? 经 理想 了 想 ,请 这 位 客人 住 在 第 1 号 房间 ,再 请 原来 的 代表 团 的 每 个 人 顺 次 往 
后 移 一 个 房间 , 嗨 ! 又 住 下 了 . 谁 知 ,第 2 天 来 了 另 一 个 也 有 无 数 多 个 人 的 代表 团 ， 
于 是 经 理 采取 了 大 调动 ,请 原来 住 下 的 人 住 序号 为 单数 的 房间 ,请 刚 来 的 人 住 序号 
为 偶数 的 房间 , 真 的 还 是 住 下 了 . 

我 们 知道 在 中 学 课本 中 对 有 限 集 是 这 么 定义 的 :含有 有 限 个 元 素 的 集合 称 为 
有 限 集 . 对 无 限 集 是 这 么 定义 的 :含有 无 限 个 元 素 的 集合 称 为 无 限 集 , 或 一 个 非 空 
集合 , 若 不 是 有 限 集 ,就 称 为 无 限 集 . 这 样 的 定义 方式 没有 揭示 无 限 集 的 本 质 特 征 ， 
根据 中 学 生 的 认 知 特点 ,课本 上 这 样 的 定义 方式 是 可 以 理解 的 ,但 教师 可 以 在 允许 
的 情况 下 , 尽 可 能 地 揭示 无 限 集 的 本 质 特征 . 那么 能 揭示 无 限 集 的 本 质 特 征 的 定义 
是 什么 ? 答案 是 无 限 集 能 与 自己 的 某 些 真子 集 一 一 对 应 , 

全 体 自然 数 有 无 穷 多 个 ,那么 全 体 平方 数 有 多 少 个 呢 ? 我 们 可 能 马上 能 回答 ， 
有 无 穷 多 个 . 奇数 的 全 体 有 多 少 个 ? 偶数 的 全 体 又 有 多 少 个 ? 都 是 无 穷 多 个 ! 既 
然 都 是 无 穷 多 个 ,它们 彼此 之 间 有 没有 差异 ? 能 不 能 也 比较 一 下 多 少 ? 我 们 能 否 
用 集合 所 包含 的 元 素 的 个 数 来 刻画 无 限 集 的 数量 特征 ? 显然 不 能 (因为 无 限 集 包 
含 无 数 个 元 素 ) ,当然 也 不 能 用 某 个 自然 数 表示 . 

比较 两 个 有 限 集 各 自 所 含 元 素 的 多 少 通常 有 两 种 方法 . 一 种 是 分 别 数 各 个 集 
合 的 元 素 个 数 . 设 两 个 有 限 集 A、B 的 元 素 个 数 分 别 为 m、n, 如 果 m 二 nn, 则 A 的 
元 素 多 ;如 果 mm 二 n, 则 B 的 元 素 多 ;如 果 m 二 n, 则 他 们 的 元 素 一 样 多 . 另 一 种 是 
报 数 ,由 此 我 们 得 到 启发 ,可 以 利用 一 一 对 应 的 概念 来 比较 两 个 无 穷 集合 元 素 是 否 
相等 . 

定义 和 2 ”如 果 两 个 集合 A、B 存在 一 一 对 应 的 关系 ,那么 我 们 称 这 两 个 集 
合 对 等 , 即 
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A 与 B 一 一 对 应 **A 与 B 等 价 ( 记 为 A 一 B). 


易 证 对 等 关系 是 等 价 关系 . 由 于 利用 等 价 关系 可 以 分 类 ,因此 利用 对 等 关系 可 
以 对 一 切 集合 进行 分 类 , 即 彼此 对 等 的 集合 在 同一 类 ,给 予 一 个 标志 , 称 之 为 势 (或 
基数 ) ,比如 集合 X 的 势 记 为 X. 7 
由 定义 我 们 可 以 得 到 A 与 B 一 一 对 应 > A = B. 
显然 有 限 集合 的 势 即 为 其 所 含 元 素 的 个 数 (M 一 {a, b,c, d, e} ~ {1, 2, 3， 
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4，5}，M 二 5), 无 限 集 的 势 是 有 限 集 元 素 个 数 的 推广 ,规定 空 集 的 势 为 0. 

人 们 对 无 限 集 的 认识 经 历 了 一 个 漫长 而 艰难 的 历史 过 程 ,很 多 人 都 不 把 无 限 
集 作为 一 个 确定 的 整体 存在 , 比如 亚 里 士 多 德 ,高 斯 ` 柯 西 等 . 直到 19 世纪 , 面 对 
“数学 分 析 ” 中 建立 严密 的 理论 问题 时 ,关于 无 限 集合 的 许多 问题 再 也 避 不 开 了 , 布 
尔 查 诺 维 护 了 实 无 穷 集合 的 存在 ,并 且 强 调 了 两 个 集合 等 价 的 概念 ( 即 两 个 集合 的 
元 素 间 存 在 一 一 对 应 关系 ). 19 世纪 70 年 代 初 , 康 托 尔 (Georg Cantor，1845 一 
1918) 给 出 了 实 无 穷 的 概念 :如 果 一 个 集合 能 与 它 的 一 部 分 建立 一 一 对 应 , 它 就 是 
无 穷 集 . 正 因为 此 ,无 限 集 概念 成 为 中 学 数学 教学 的 难点 . 

例 1 自然 数 集 N 与 正 偶数 集 E' 的 势 相等 吗 ? 

解 : 因为 f:N—Et', 


n— 2n, 


将 自然 数 集 N 与 正 偶数 集 E* 按 上 述 方法 建立 一 一 对 应 , 则 它们 的 势 相同 . 这 说 明 
无 限 集中 有 许多 集合 与 自然 数 集 有 相同 的 势 . 
例 2 自然 数 集 N 与 集合 B = [0, 1] 的 势 相等 吗 ? 


高 
六 答 : 不 相等 . 
由 若 自然 数 集 N 与 集合 B = [0, 1] 的 势 相等 , 则 N 与 集合 B = [0, 1] 存在 一 
初 一 对 应 ， 
学 N—B, 
. 1 一 2iy 
. 
® 2 一 To， 
n— 

则 B= {zi, zo, Ta Th) 

又 因为 B 二 [0, 1], 所 以 可 用 小 数 来 表示 B 中 的 每 一 个 元 素 : 
wi Oa Da 
z=0.000 Va Wa 
zs = 0.a "ama a ee, 


其 中 ,每 个 a;” 总 是 取 0 到 9 之 间 的 整数 . 为 保持 表示 的 唯一 性 ,对 于 0. 299… 
我 们 用 0. 300… 来 表示 . 只 有 1 可 表示 为 0. 999…, 0 表示 为 0. 000…. 
现在 ,我 们 来 构造 一 个 数 z 二 0.b45.5，…b,… 满足 以 下 两 个 条 件 : 
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(1) by ， bs，… b,，… 都 是 大 于 0 小 于 9 的 整数 ; 

ry 

而 满足 (1) 、(2) 两 个 条 件 ,显然 人 {zi，z，z, …，z，…}, 但 是 z 为 纯 小 
数 , 所 以 x E [0, 1]. 因此 [0, 1] 关 {zi, xz, Zz3，…， Xa，"…} ,矛盾 .所 以 N 与 集 
合 B== [0, 1] 不 是 一 一 对 应 ,N 与 集合 B = [0, 1] 的 势 是 不 相同 的 . 

从 上 面 的 两 个 例子 ,可 以 发 现 无 限 集 的 元 素 个 数 不 尽 相同 ,它们 有 着 程度 上 的 
区 别 ,并 不 像 伽利略 认为 的 无 穷 大 量 都 是 一 样 的 . 事实 上 势 也 可 以 比较 “大 小 ”, 为 
了 说 明 这 个 问题 , 先 看 下 面 的 定理 . 

任何 无 限 集 A 必 有 一 子 集 B 与 自然 数 集 N 一 一 对 应 . 

证 明 : 任意 a € A, 则 A 一 {a) 关 2， 

任意 az E A 一 {a), 则 A 一 {a, az) 关 名 ， 


重复 上 述 操作 , 则 可 从 A 中 取出 一 列 元 素 a1，a:，…，a,，…, 它 们 构成 了 A 
的 子 集 B = {a1， as，…， an…}) ,定义 映射 了 ， 


f:N—8B, 


nan. 


可 验证 / 是 一 一 映射 ,从 而 结论 成 立 . 

这 个 结论 告诉 我 们 在 无 限 集 的 家 族 中 , 自然 数 集 是 一 个 非常 重要 的 集合 ,把 自 
然 数 集 N 的 势 记 为 兴 。( 读 成 阿 列 夫 零 ), 并 用 阿 列 夫 零 作 为 度量 无 限 集 元 素数 量 
的 单位 . 

诗 讽 吐 8 ”凡是 能 与 自然 数 集 N 一 一 对 应 的 集合 称 为 可 列 集 (或 称 可 数 集 ). 

可 列 集 的 性 质 : 

1. A: 可 列 集 ,B: 可 列 集 , 则 A U B 也 是 可 列 集 . 

2.， Ai;: 可 列 集 (i 二 1,，2,…, 允 ), 则 Al UA: U… U A, 也 是 可 列 集 . 

3. 推广 A: 可 列 集 A; CA (i 二 1,2,…, n,，…), Ai 为 A 的 无 限 真 子 集 , 则 
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UU Ai 也 是 可 列 集 . 
例 3 证 明正 偶数 集 (E+ ) 是 可 列 集 . 
证 明 ， f: N=E:, 
1 一 2， 
2 一 4， 
n> 2n, 
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例 4 证 明 整 数 集 Z 是 可 列 集 . 
证 明 : 设 自然 数 集 为 N, 我 们 如 下 建立 对 应 : 


f:N—Z, 
1 一 0， 
2 一 1， 
Swly 
4 一 2， 
5 一 一 2， 


2n—>n, 


2n 二 1——n, 


则 可 以 验证 了 是 一 一 映射 . 根据 定义 1. 3 得 到 整数 集 是 可 列 集 . 
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例 5 有 理 数 集 Q 是 可 列 集 . 
证 明 : 我 们 像 下 表 那 样 构造 正 有 理 数 ,把 有 理 数 按照 下 列 箭头 排列 则 可 以 与 
自然 数 建立 一 一 对 应 关系 (相应 的 负 有 理 数 排 在 正 有 理 数 后 面 即 可 )， 


表 1 构造 正 有 理 数 表 


elw| ww 
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前 面 已 经 证 明 [0, 1] 与 自然 数 集 N 不 对 等 ,根据 可 列 集 定义 , 则 [0, 1] 是 不 可 


列 集 . 而 LO, 1J] 可 以 与 实数 集 R 建立 一 一 对 应 关系 ， 
f: [0, 1]—R, 


工 Hz f(z)= tan(xz 一 至 ). 


同样 可 以 证 明 (一 1, 1) 一 (一 cc， 十 co). 因为 F(z) = 一 是 从 (一 1, 1D) 一 


1—z 
(一 00， 十 co) 的 一 个 一 一 映射 . 
例 6 证 明 ( 一 1, 1) 一 (ao, 四 ,其 中 a, 5 为 实数 . 
证 明 : 因为 /(z) 一 王者 6 一 a) +a 是 从 (一 1，1) 一 (ao 6) 的 一 个 一 一 映射 
所 以 (一 1, D~(a, b). 
例 7 证 明 (c, d) 一 (ae, 5), 其 中 4a, 5, c,d 为 实数 . 
证 明 : 因为 FCz) = 于 二 (6 一 a) 十 a 是 从 (e， d) 一 (a, 5b) 的 一 个 一 一 映射 ,所 


Mle, d)~(a, b). 

由 于 无 限 集 的 势 不 一 定 都 相同 ,为 此 集合 论 中 给 出 对 集合 的 势 进行 比较 的 规 
定 . 通过 对 势 的 排序 ,将 集合 特别 是 无 限 集 的 元 素数 量 分 出 许多 等 级 ,这 可 以 使 人 
们 对 无 穷 多 的 理解 更 深入 ,更 精确 . 

三 开罗 绞 ( 两 个 集合 对 等 的 常用 定理 ) 设 A、B 为 集合 , 若 存在 Ai CC A, 使 
得 Ai 一 B, 且 存在 B,C B, 使 得 Bi 一 A, 则 A 一 B. 

例 8 试 证 [a, ~( 一 oo，, 十 oo). 

证 明 : 因为 [a, 58]C(o00, 十 0), 目 [a, 6]~[a, 5, 又 (a,b)ClLa,6j, 且 
(ab 一 (一 co， 十 cc), 则 由 定理 1. 2 可 知 [a, ~~( 一 oo，, 十 oo). 

类 似 地 可 证 [a, 外 一 (一 oo, 十 co); (a, 妇 一 (一 ce， 十 co) ,因此 直线 上 任意 
一 种 区 间 与 直线 的 元 素 一 样 多 . 

定 久 14 与 [0，]] 对 等 的 集合 称 为 具有 连续 统 势 的 集合 ,其 势 记 为 失 ( 阿 列 
夫 ), 即 [可 = 兴 . 

由 上 面 的 例题 可 知 实数 集 R,[a, b], (a, b) (a, bE R, a 一 六 )，( 一 co, 十 co) 
等 区 间 都 是 不 可 列 集 , 它 们 的 势 为 兴 ( 阿 列 夫 ). 

定 交 局 ， 设 A、B 为 集合 ,其 势 分 别 为 A、 互 ,如 果 A 与 B 的 子 集 一 一 对 应 
(对 等 ), 则 从 不 大 于 巨 ,或 互 不 小 于 及, 记 为 有 二 瑟 , 或 巨 二 到 

定 久 6 〈 势 大 小 定义 ) 设 A、B 为 集合 ,其 势 分 别 为 A 二 a, 二 p, 车 A 不 
对 等 B, 但 存在 B 的 子 集 Bi 与 A 对 等 , 则 说 集合 A 的 势 小 于 集合 B 的 势 (或 说 集 
合 B 的 势 大 于 集合 A 的 势 ), 记 作 a 一 B( 或 8 这 a). 
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由 势 大 小 定义 知 0 二 n 二 兴 o( 阿 列 夫 零 ) 一 只 ( 阿 列 夫 ). 
关于 集合 势 之 间 的 关系 下 列 性 质 成 立 ; 
1 有 限 个 互 不 相交 的 势 为 兴 的 集合 的 并 集 , 其 势 仍然 为 兴 , 可 以 形象 地 记 为 : 


只 十 只 十 … 十 只 一 多. 
2. 可 数 个 互 不 相交 的 势 为 兴 的 集合 的 并 集 , 其 势 仍然 为 失 , 可 以 形象 地 记 为 : 
NoX 从 一 兴 . 

3. 若 集合 Ai 的 势 为 兴 (一 1, 2,，…, nn), 则 AlXAsX…XA, 的 势 仍 为 兴 ， 

可 以 形象 地 记 为 : 

WxXNxXNX…xS= ». 

现在 已 经 构造 两 个 刻画 无 限 集 数 量 特征 的 势 兴 和 兴 , 且 知道 兴 , 二 只, 对 无 
限 集 , 除 了 失 。 和 闪 外 ,还 有 其 他 势 吗 ? 回答 是 肯定 的 , 且 有 无 限 个 不 同 的 势 ,对 任 
一 势 来 说 , 必 存 在 比 它 更 大 的 势 , 即 势 无 最 大 . 回顾 寡 集 的 概念 ,我 们 有 下 面 的 


-| 定理 : 

果 定理 1 设 A 一 Ar ECA) = 2, 则 2 二 Ap( 即 ECA) >A). 

时 证 明 ， 因为 P(A) 是 A 的 军 集 , 则 P(A) 的 子 集 忆 = {{a) | ceE A} (单元 素 构 
每 成 ) 与 A 对 等 , 即 

学 B—A, 

. 

HH {a} Fr ay， 


P(A) 的 子 集 B 与 A 对 等 , 则 根据 势 大 小 定义 有 有 之 ECA). 若 能 再 证 A 与 BCA) 
不 对 等 ( 即 它们 之 间 不 存在 一 一 映射 ) 则 问题 解决 .下面 采 用 反 证 法 : 若 集合 P(A) 
与 集合 A 对 等 , 则 存在 一 一 映射 

V:A— P(A), 


I S,, 


因为 S. € P(A), 则 S. C A ( 据 宕 集 定义 , 即 S. 是 A 的 子 集 ),z 与 S。 之 间 的 关 
系 有 2 种 情况 :(1) zE S- (内 部 元 素 );(2) x 4 S, (外 部 元 素 )( 如 A= {1, 2, 3)， 
工 二 1, S, 二 {2, 3)). 构造 A 的 子 集 工 一 {z | x 4 S,, 但 x € A}, 则 对 于 任意 
ZE A, T 不 与 任何 S。 相等 (因为 如 果 A 中 的 元 素 z, 满 足 zE S,, 则 z 4 T, 从 
而 S. 关 T; 如 果 A 中 的 元 素 z, 满 足 z 4 S-, 据 定义 zE T, 仍然 S. 关 T.), 所 
以 TT 是 A 的 子 集 , TE P(A), 但 工 不 在 A 与 P(A) 的 对 应 关系 中 (或 者 说 工 在 A 
中 无 原 象 , 与 一 一 映射 更 矛盾 ) 矛 盾 . 故 P(A) 与 A 不 能 对 等 , 即 PCA) > A. 

由 上 述 定理 可 知 , 我 们 总 可 以 从 某 一 个 集合 A 出 发 ,构造 其 寡 集 P(A) , 寡 集 
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的 势 大 于 原 集合 的 势 ,所 以 势 没 有 最 大 者 . 此 外 还 可 以 证 明 势 具有 三 岐 性 . 
设 P(N) 为 自然 数 集 N 的 寡 集 , 则 ECN) = 兴 ( 阿 列 夫 ). 
证 明 : 因为 [0, 1 = 兴 , 所 以 只 要 证 P(N) 与 [0, 1] 对 等 即 可 . [0, 1] = {z | 
工 二 0.titon*rtin…*, ti € (0, 1)) (任意 x € [0, 1], z 都 可 唯一 地 表示 成 二 进 制 
小 数 ). 


:P(N) ~ [0, 1]， 


ur> Wu) 一 0. 三 大 在 


可 以 证 明 到 是 一 一 对 应 映射 , 则 ECA) = [0, 可 = W. 

设 A 为 有 限 集 , 若 A=n (nE N), 则 POCA) =2". 由 此 得 到 启发 ， 对 无 限 集 我 
们 也 沿用 这 种 表示 方法 ,比如 A 为 无 限 集 , 且 A=a, 则 P(A) 一 2, 且 2 >>a. 这 
样 从 最 小 的 无 限 集 势 兴 。 开始 ,我 们 可 以 构造 了 一 串 无 限 集 的 势 ,为 方便 起 见 , 记 
兴 为 1, 即 2% = 兴 同样 记 2N 一 Ws, 2 一 8，…, 并 且 有 光一 1 过 
5s 一 …， 因为 无 最 大 的 势 ,那么 就 不 存在 包含 一 切 集合 的 集合 . 比如 对 自然 数 集 
N, 根 据 上 面 的 规定 入 一 SS, 则 自然 数 集 N 的 寡 集 ECN) = 2 二 2% ,而 PON) 一 
只 ,所 以 2 一 失 . 


§ 3 集合 论 的 思想 方法 在 中 学 中 的 应 用 


集合 论 的 思想 方法 在 中 学 中 有 很 多 应 用 ,概括 起 来 主要 有 以 下 几 个 方面 

1. 从 集合 论 的 高 度 ,对 中 学 数学 内 容 加 以 概括 ,能 更 好 地 从 整体 上 把 握 中 学 
数学 的 研究 对 象 . 

中 学 数学 的 研究 对 象 是 在 通常 的 数 集 N、Z、Q、R、C 和 通常 的 空间 R'、R? 
R 中 的 数 、 形 、 式 ,包括 数 和 式 的 运算 和 变形 、 方 程 和 不 等 式 的 解 函 数 的 图 象 和 性 
质 , 研 究 几何 图 形 的 结构 和 变换 、 形 与 数 之 间 的 对 应 关系 等 等 . 它们 可 以 在 集合 论 
的 观点 下 联系 和 统一 起 来 ,并 归 到 某 一 种 集合 或 集合 间 的 某 种 关系 去 研究 . 如 方程 
的 解 集 ,不 等 式 的 解 集 .R: 、R2: 、Rs 中 满足 一 定 条 件 的 点 集 ( 图 形 .曲线 ). 

运算 、 函 数 . 序 是 集合 上 的 某 种 关系 ;几何 元 素 间 的 各 种 结合 关系 ,平行 与 垂直 
是 集合 间 的 某 种 关系 ;平面 几何 中 图 形 的 平移 旋转、 反射 .相似 等 几何 变换 都 是 
R? 中 集合 间 满 足 一 定 条 件 的 对 应 关系 ;从 自然 数 集 到 整数 集 ~~ 有 理 数 集 -实数 集 
的 扩充 过 程 都 可 通过 对 前 一 个 集合 按 某 一 等 价 关系 将 该 集合 分 类 而 得 到 . 

2. 用 集合 论 的 语言 表达 有 关 概 念 更 为 简洁 . 

比如 : A = {(z, y) | 之 十 六 一 到 ,了 二 0}, 表示 以 为 半径 ,原点 为 圆心 的 
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圆周 ; 

A={(z, y) | 2rz 十 ?一 1), 表示 一 条 直线 ; 
方程 或 方程 组 ,不 等 式 的 解 等 ,如 解 方程 组 | > 一， 
y=4}, B= {(z, y) |z—y=2}, 则 ANB= {3,1)); 

特别 是 表明 概念 间 的 层次 关系 ,形成 概念 体系 时 ,用 集合 论 的 语言 更 为 清晰 . 
比如 ， 


A={(z, y) | z+ 


一 y 一 2， 


{ 正 方形 } C {矩形 、 萎 形 } CC {平行 四 边 形 } CC {四 边 形 }， 
{正方 形 ) = (矩形 } 门 { 萎 形 }. 
3. 集合 论 的 思想 方法 对 解 题 的 指导 作用 . 
许多 综合 问题 ,尤其 是 分 类 计数 问题 ,经 常 可 以 通过 集合 的 文 氏 图 帮助 理解 ， 
提供 解 题 思路 . 
例 9 有 篮球 运动 员 10 人 , 7 人 能 打 中 锋 , 4 人 能 打 后 卫 . 今 从 中 选 出 3 中 锋 
2 后 卫 参赛 , 问 共 有 多 少 种 出 场 方案 ? 
解 : 设 A = { 会 打 中 锋 的 人 }，B = {会 打 后 卫 的 
人 ), 据 题 意 可 夯 出 文 氏 图 如 图 所 示 . 设 A 门卫 一 
{ 甲 }, 则 按 甲 打 中 锋 、 打 后 卫 、 不 出 场 三 种 情况 ,可 得 () 
出 场 方案 共有 C8C3 十 GC 十 CIC 二 165( 种 )。 
大 家 可 以 试 一 下 这 样 的 间 题 :甲乙 .再 等 个 人 
排 成 一 列 , 甲 不 能 排头 , 乙 不 能 排 尾 , 这 样 的 排 法 共有 多 少 种 (答案 : n! 一 
(2 一 1)1 一 (2 一 1)1 十 (2 一 2)1)。 
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$4 罗素 悖 论 


集合 是 什么 ? 中 学 数学 教科 书 中 是 这 样 描述 的 :“ 集 合 是 指 具 有 某 种 特定 性 质 
的 事物 的 总 体 ”, 这 一 说 法 能 否 成 为 集合 的 确切 定义 呢 ? 许多 时 候 , 人们 没有 提出 
任何 异议 . 由 于 集合 论语 言 概括 性 很 强 ,含义 十 分 广泛 ,因此 集合 论 也 就 逐渐 成 为 
数学 以 及 其 他 各 个 学 科 的 基础 . 

实际 上 ,这 一 说 法 并 不 能 成 为 集合 的 确切 定义 . 科学 家 发 现 ,如 不 加 以 限制 ,就 
会 出 现 悖 论 , 使 自己 陷于 自 相 了 矛盾 的 境地 . 为 了 避免 悖 论 的 出 现 , 明 确 指出 “所 有 集 
合 的 全 体 " 不 是 集合 . 例如 “由 一 切 集合 构成 的 集合 M" 就 是 一 句 自 相 矛盾 的 话 , 因 
为 既是 一 切 集合 ,那么 应 包含 M 在 内 ,但 M 又 是 和 “一 切 集合 ”都 不 相同 的 新 集 
合 , 道 理 上 说 不 通 . 康 托 尔 本 人 在 1895 年 就 从 严格 的 意义 上 发 现 了 这 一 悖 论 ,他 
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曾 作 了 证 明 , 但 没有 引起 大 家 的 关注 . 1903 年 罗素 悖 论 的 出 现 ,引起 数学 界 的 极 大 
震动 . 

他 是 这 么 说 的 ,世界 上 的 集合 可 以 分 为 以 下 两 类 :一 类 是 自身 不 是 自己 的 集合 
(正常 集 ), 如 自然 数 集合 N, 它 的 元 素 都 是 自然 数 , 则 N 不 是 N 的 元 素 . 一 般 研究 
的 集合 为 这 类 集合 . 男 一 类 自身 是 自己 的 集合 (异常 集 ) ,如 由 一 切 基数 大 于 1 的 集 
合 组 成 的 集合 ,因为 它 的 基数 也 大 于 1, 所 以 它 本 身 就 是 自己 的 一 个 元 素 . 因此 , 任 
何 一 个 集合 ,不 是 正常 集 就 是 异常 集 , 两 者 必 居 其 一 . 若 用 M 表示 所 有 正常 集 组 成 
的 集合 M = {A | A & A), 用 NN 表示 所 有 异常 集 组 成 的 集合 N = {A | A € A)， 
那么 M 既 不 是 正常 集 也 不 是 异常 集 . 这 是 因为 , 若 M € M, 则 据 上 述 定义 ，M 4 
M, 矛盾 . 若 M 4 M, 则 据 上 述 定义 , M € M, 矛盾 ,这 就 是 著名 的 罗素 悖 论 . 

罗素 还 用 一 个 “乡村 理发 师 ” 的 故事 来 解释 他 的 这 个 悖 论 . 


一 个 乡村 理发 师 宣称 他 要 给 所 有 不 给 自己 刊 脸 的 人 剧 脸 ， 
而 不 给 为 自己 刊 脸 的 人 刊 脸 . 


请 问 他 是 否 为 自己 刊 脸 呢 ?车 他 为 自己 刊 脸 ,根据 他 的 声明 ,他 就 不 应 该 为 自 
己 刊 脸 . 但 若 他 不 为 自己 刊 脸 ,根据 他 的 声明 ,他 又 必须 给 自己 刮 脸 . 理发 师 陷 入 了 
左右 为 难 的 逻辑 上 的 窘境 . 

悖 论 的 根源 :在 于 我 们 用 包含 着 被 定义 事物 的 一 类 东西 去 定义 该 事物 . 这 一 悖 
论 十 分 简洁 , 却 动摇 了 整个 数学 的 基础 . 人 们 怀疑 我 们 正在 进行 的 数学 推理 是 否 可 
靠 . 什么 是 正确 推理 ? 什么 是 证 明 ? 什么 是 数学 ? 一 时 间 似 乎 都 成 了 问题 ,由 此 触 
发 了 20 世纪 初 的 一 场 大 论战 . 

1908 年 策 梅 罗 (Zermelo，1871 一 1953) 采 用 把 集合 公理 化 的 方法 来 消除 罗素 
悖 论 , 他 认为 并 非 任何 一 些 对 象 都 能 构成 集合 ,集合 概念 应 该 加 以 限制 ,不 能 随便 
使 用 . 他 实行 的 计划 是 用 一 组 公理 来 定义 集合 ,这 就 是 公理 集合 论 的 开端 . 策 梅 罗 
的 集合 论 公理 一 共 七 条 ,后 来 由 于 这 些 公理 不 够 完善 ,再 经 佛 兰 克 尔 (A. Frankel， 
1891 一 1965) 和 斯 科 姆 (Skolm，1887 一 1963) 的 改进 ,成 了 目前 为 大 多 数 数学 家 所 
接受 的 公理 系统 , 称 为 ZF 公理 ( 详 见 本 章 附 录 ). 在 这 一 公理 系统 中 ,排除 了 康 托 
尔 悖 论 和 罗素 悖 论 ,即将 羊 用 栏杆 围 起 来 ,把 已 知 的 狼 隔 在 外 面 ,采取 自身 保护 的 
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1. 数学 语言 具体 包括 哪些 ? 
2. 举例 说 明 集 合 论语 言 在 中 学 数学 教学 中 的 应 用 . 
3, 无 限 集合 与 有 限 集合 最 本 质 的 差异 是 什么 ? 
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4. 何谓 两 个 集合 等 势 ? 
5. 下 列 的 解释 是 否 正确 ? 不 正确 的 请 说 明理 由 . 
(1) 整数 集 是 无 限 集 , 有 理 数 集 也 是 无 限 集 ,所 以 他 们 的 势 相等 
(2) 因为 实数 集 也 是 无 限 集 ,所 以 有 理 数 集 与 实数 集 是 等 势 的 . 
.判断 复数 集 是 可 数 集 还 是 不 可 数 集 ? 
.简介 希 尔 伯 特 旅店 问题 . 
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附录 1 
集合 的 公理 

(ZF1) 外 延 公理 :车 集合 M 的 元 素 都 是 集合 N 的 元 素 ,并 且 集 合 N 的 元 素 都 
是 集合 M 的 元 素 , 那 么 M = N. 

(ZF2) 空 集 公理 : 即 存在 一 集合 A, 它 不 含 任何 元 素 . 

(ZF3) 无 序 对 公理 :给 定 两 个 集合 M 和 六 ,我 们 可 以 找到 一 个 集合 A, 它 的 成 
员 完 全 是 M 和 N. 我 们 可 以 叫 这 个 集合 A 为 M 和 NN 的 组 对 (或 无 序 对 ) ,并 表示 
为 {m,n}). 

(ZF4) 正则 公理 :对 任何 非 空 集合 A, A 至 少 有 一 元 素 y 使 A 门 y 为 空 集 . 

(ZF5) 替换 公理 :假定 X 是 一 个 集合 ,如 果 对 于 每 一 个 zx € X 作为 第 一 坐标 ， 
都 有 一 个 且 只 有 一 个 y 与 zx 结 成 有 序 对 (zx，y) ,那么 所 有 这 种 有 序 对 的 第 二 坐标 
y 的 全 体 是 一 个 集合 . 

(ZF6) 短 集 公理 :每 个 集合 M 都 可 以 对 应 一 个 集合 T，T 中 包含 且 仅 包含 M 
的 一 切 子 集 作为 其 元 素 . 

(ZF7) 并 集 公理 :对 于 每 一 个 集合 M 和 另 一 个 集合 N ,都 对 应 一 个 集合 T, 它 
包含 且 仅 包含 M 的 元 素 和 的 元 素 作为 其 元 素 . 工 可 以 记 作 M U N. 

(ZF8) 无 穷 公理 :至 少 存在 一 个 集合 A 有 如 下 性 质 :@ 2 € A; @ 若 zxE A， 
必 有 z U {z} E A. 

(AC) 选择 公设 : 

假定 {A 1h € H} 是 一 个 集 族 ,这 里 每 一 个 集 A 闫 多, 那么 存在 一 个 定义 在 
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这 集 族 里 的 变换 :对 所 有 h € 电 , f(A，) = x € Ai 变换 三 称 为 选择 变换 . 
ZF 集合 公理 系统 加 上 AC 就 成 为 ZFC 公理 系统 . 


附录 2 
“聪明 的 囚徒 

古 希 腊 有 个 国王 ,对 处 死囚 徒 的 方法 做 了 两 种 规定 :一 种 是 砍 头 ,一 种 是 绞刑 . 
并 且 他 自 圭 聪明 地 做 出 一 个 决定 :囚徒 可 以 任意 说 出 一 句 话 ,而 且 这 句 话 是 马上 可 
以 验证 其 真 假 的 . 如 果 囚 徒 说 的 是 真 话 ,那么 处 以 绞刑 ;如 果 说 的 是 假 话 ,那么 就 砍 
头 . 结果 ,许多 囚徒 或 者 因为 说 了 真 话 而 被 绞 死 ;或 者 因为 说 了 假 话 而 被 处 以 砍 头 . 

有 一 位 极其 聪明 的 囚徒 , 当 轮 到 他 来 选择 处 死 方法 时 ,他 说 出 一 句 巧妙 的 话 ， 
结果 使 这 个 国王 按照 哪 种 方法 处 死 他 ,都 违背 自己 的 决定 ,只 得 将 他 放 了 . 

答案 :“ 国 王 决定 将 我 砍 头 .” 

分 析 : 如 果 这 和 国王 的 决定 一 致 ,是 说 真 话 ,因而 按 国 王 规定 的 处 死 方 法 ,说 真 
话 应 处 以 绞刑 ,但 这 样 造成 国王 的 规定 (绞刑 ) 与 国王 的 处 死 方 法 矛盾 ;如 果 这 和 国 
王 的 决定 不 一 致 ,说 的 是 假 话 ,因而 按 国王 规定 的 处 死 方法 ,说 假 话 应 处 以 砍 头 ,而 
砍 头 又 使 这 句 话 变 成 真 话 . 国王 处 于 进退 两 难 的 处 境 , 只 好 免 予 死刑 ,将 囚徒 放 掉 . 
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第 二 音 ”关系 与 耳 数 


和 集合 概念 一 样 , 关 系 也 是 日 常生 活 、 数 学 以 及 计算 机 科学 中 经 常用 到 的 一 个 
概念 . 在 日 常生 活 中 ,许多 涉及 离散 对 象 的 问题 ,其 对 象 之 间 往往 存在 某 种 联系 . 如 
家 庭 内 有 父子 关系 、 母 女 关 系 ;学 校内 有 同学 关系 、 师 生 关系 ;公司 内 有 同事 关系 、 
上 下 级 关系 ; 数 与 数 之 间 有 相等 关系 、 大 于 关系 、 小 于 关系 ; 线 面 之 间 有 平行 关系 、 
相交 关系 ;命题 之 间 有 蕴含 关系 \ 等 价 关 系 ;集合 之 间 有 包含 关系 、 相 交 关 系 等 等 . 
在 上 面 的 问题 中 主要 涉及 两 个 对 象 的 关系 ,还 可 以 推广 到 三 个 、 四 个 乃至 有 限 个 对 
象 之 间 的 关系 ,比如 “点 工 在 点 已 和 点 Q 之 间 ”; 又 比如 “考察 数 集 {1, 2,…, 15}， 
如 果 其 中 三 个 数 之 和 能 被 5 整除 ,就 说 这 三 个 数 是 相关 的 ”. 其 中 2、3、5 和 5、10、 
15 都 是 相关 的 ;而 3、4、5 则 是 不 相关 的 . 可 见 关系 这 个 词 在 很 多 领域 被 使 用 , 那 
么 到 底 什 么 叫 关系 ,如 何 用 一 个 数学 化 的 定义 来 精确 刻画 它 ? 下 面 我 们 将 从 集合 
的 笛 卡 儿 乘积 出 发 引出 关系 的 定义 . 
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$1 关系 的 定义 


A、B 是 两 个 集合 ,所 谓 笛 卡 儿 乘积 AXB, 其 实 就 是 一 个 有 序数 偶 对 , 即 第 一 
个 坐标 取 自 A, 第 二 个 坐标 取 自 B 的 所 有 可 能 的 搭配 . 这 种 两 集合 元 素 之 间 的 拱 
配 除 了 强调 其 有 序 外 别 无 其 他 的 约束 . 如 果 我 们 给 这 种 搭配 加 以 某 种 约束 条 件 , 则 
体现 出 两 集合 元 素 之 问 的 一 种 特殊 的 关系 . 比如 X 表示 横 轴 ,Y 表示 纵 轴 , 则 XX 
Y 表示 整个 坐标 平面 ; 若 加 上 约束 条 件 > 一 2r 十 1, 则 {(z, y) | (zEX) 人 (>E 
Y) A (> 一 2z 十 1)}, 体现 出 集合 X 与 Y 的 元 素 z， > 之 间 的 一 种 线性 关系 . 满足 
某 个 约束 的 所 有 的 搭配 形成 了 笛 卡 儿 乘积 的 一 个 子 集 , 这 个 子 集 就 表现 了 我 们 所 
说 的 某 种 关系 . 用 集合 表达 关系 是 现代 数学 的 一 个 重要 思想 ,下 面 我 们 给 出 关系 的 
赴 江 . 

定义 2.1 笛 卡 儿 乘积 D, XD; 的 任何 一 个 子 集 R, 称 为 Di 到 D; 的 二 元 关 
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系 . 特别 地 当 Di 等 于 D, 且 RC Di XD 时 , 称 尺 为 Di 中 的 一 个 二 元 关系 . 

如 果 (z,，y) E R, 则 称 元 素 工 与 y 有 关系 及 ,并 记 为 zRy; 如 果 (xz, y) & R， 
则 称 元 素 x 与 y 没有 关系 尺 , 并 记 为 xRy. 

例 1 车 记 日 = {f,m,s, 4d}) 为 一 个 家 庭 父 . 母 .子女 四 个 人 的 集合 , 则 五 
上 的 同一 家 庭 成 员 关 系 为 HX 昌 , 而 H 上 的 长 幼 关系 为 Hs = {(f，, 5s), (f, d)， 
(m, 5), (m, d)}. 

当 D, = D; 二 D, 即 R= 路, 则 称 R 为 D 上 的 关系 或 普遍 关系 . 

例 2 设 DD={ 高 中 某 班 全 体 同学 }, 则 D 上 的 同班 关系 是 一 个 普遍 关系 ,因为 
DD 中 任意 两 个 元 素 ( 学 生 ) 均 有 同学 关系 ,并 认为 D 中 任 一 元 素 ( 学 生 ) 自 己 与 自己 
亦 有 同班 同学 关系 . 而 D 上 的 同事 关系 则 是 一 个 空 关系 . 

在 数学 中 ,我 们 通常 不 是 使 用 大 写 英文 字母 而 是 使 用 特定 的 符号 来 表示 关系 . 
例如 用 符号 “二 ”表示 数 与 数 之 间 的 “大 于 ”关系 ,用 符号 “Co” 表示 三 角形 之 间 的 相 
似 关 系 . 因此 我 们 可 以 把 符号 “二 "看 成 集合 的 名 称 , 它 的 元 素 为 序 偶 , 序 偶 中 的 每 
个 坐标 都 是 实数 . 如 果 a 和 4 都 是 实数 , 且 a 二 0, 则 (a, 已 全 二. 所 以 用 特征 法 规 
定 关系 二 如 下 : 


>={(z,% | (rERA (lyE RA (zr>»)}. 


其 中 R 为 实数 集 . 比如 (25, 13) GE 之 , 而 (13, 25) ¢ >>. 
一 般 地 ,我 们 称 D; XD; X…XD, 的 任何 一 个 子 集 为 D 、Ds 、…、D, 的 一 个 
nn 元 关系 .我们 重点 关注 二 元 关系 . 
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8$ 2 一些 特殊 的 关系 


在 集合 的 各 种 关系 中 ,一 些 特殊 的 关系 引起 人 们 的 注意 ,如 等 价 关 系 、 顺 序 关 
系 等 . 

定义 22 设 R 是 一 个 关系 , 且 满 足 :(1) 自 反 性 (对 任意 的 a E A, 均 有 
aRa) ;(2) 对 称 性 (车 aRb, 则 bRa);(3) 传 递 性 (车 aRb 且 bRc, 则 aRc), 则 称 R 为 
等 价 关系 . 

比如 实数 集 上 的 相等 关系 、 三 角形 之 间 的 相似 关系 整数 集 上 的 同 余 关 系 都 是 
等 价 关 系 .如果 我 们 把 两 条 直线 相 重 合 看 作为 平行 的 特例 , 那么 直线 之 间 的 平行 
关系 也 是 一 种 等 价 关系 .还 有 人 与 人 之 间 的 同乡 关系 ,同学 们 之 间 的 同班 关系 等 都 
是 等 价 关系 . 

定 双 83 设 R 是 A 上 的 等 价 关系 ,a € A, 则 A 中 等 价 于 a 的 全 体 元 素 构 
成 的 集合 称 为 a 所 生成 的 等 价 类 , 记 为 a, 即 a 二 {51b€ A 且 aRb). 
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等 价 类 的 性 质 : 

1. 任 给 aE A, 总 有 aRa, 即 a 关 2. 

2. 车 a, 6E A, 且 aRb, 则 a 二 5, 即 彼此 等 价 的 元 素 属于 同一 个 等 价 类 . 

3. 车 a, bE A, 但 aRb, 则 a5 几 5= 纪 . 

设 尺 是 集合 A 上 的 等 价 关系 , 则 等 价 类 的 集合 构成 A 的 一 个 
划分 . 

该 定理 说 明 , 集 合 A 上 任意 一 个 等 价 关系 R 定义 A 的 一 个 划分 ,每 一 个 等 价 
类 就 是 一 个 划分 块 ,而 且 这 种 划分 是 唯一 的 . 比如 单位 的 收发 室 在 收 到 邮递 员 送 来 
的 报纸 与 信件 后 ,总 是 把 他 们 按 组 室 分 开 ,每 一 份 总 属于 某 一 个 组 室 ,不 会 漏 掉 ( 除 
非 有 不 是 本 单位 的 ) ,而 且 每 一 份 只 属于 某 一 个 组 室 , 不 可 能 重重. 这 就 是 等 价 关 
系 的 作用 ,只 要 一 个 集合 上 存在 一 种 等 价 关 系 , 我 们 就 可 以 把 这 个 集合 按 这 个 等 价 
关系 分 成 一 个 个 子 集 ( 称 之 为 等 价 类 ) ,不 重 不 漏 ,在 每 一 个 等 价 类 中 任意 选 出 一 个 
代表 ,可 以 组 成 一 个 代表 团 ,这样 对 于 这 个 集合 的 研究 ,就 可 以 把 重点 放 在 这 个 代 
表 团 上 . 我 们 从 小 就 知道 的 数字 1 就 是 这 样 得 到 的 ,实际 生活 中 ,没有 抽象 的 1, 只 
有 具体 的 一 个 人 一 张 桌子 一 支 笔 …… 这 些 具体 的 事物 就 组 成 了 一 个 等 价 类 ,而 
数字 1 恰 为 这 个 等 价 类 的 共同 特征 . 

顺序 关系 (或 有 序 关 系 ) 与 大 小 关系 是 两 种 不 同 的 关系 ,后 者 是 与 运算 有 关 的 
顺序 关系 ,我 们 知道 在 小 学 数学 中 的 自然 数 , 既 可 表示 大 小 也 可 以 表示 次 序 . 同样 
中 学 数学 中 的 整数 .有理 数 以 及 实数 和 自然 数 一 样 既 可 表示 大 小 也 可 以 表示 次 序 . 
但 是 一 旦 数 系 扩充 到 复数 ,那么 任意 两 个 复数 就 不 能 比较 大 小 了 ,我 们 自然 会 问 这 
是 为 什么 ,并 且 还 要 问 没 有 了 大 小 是 否 就 意味 着 不 能 排序 了 ,下 面 我 们 就 来 探讨 这 
些 问题 . 

排序 除了 按 数学 中 的 大 小 是 否 还 有 其 他 方法 . 我 们 大 家 都 有 查 英文 字典 的 经 
历 , 字 典 中 所 收 词 条 的 排列 顺序 ,是 按照 它 的 英文 字母 . 其 规则 是 : 先 比较 各 自 的 第 
一 个 字母 ,第 一 个 字母 在 前 的 就 认为 整个 词 条 也 在 前 ; 若 第 一 个 字母 相同 , 则 再 比 
较 第 二 个 字母 ,第 二 个 字母 在 前 的 认定 整个 词 条 在 前 ;第 二 个 字母 相同 再 比较 第 三 
个 ,…… 这 样 下 去 ,任何 两 个 不 同 的 词 条 一 定 能 分 出 前 后 . 

这 种 “字典 顺序 ”在 数学 中 也 是 会 遇 到 的 . 如 大 于 0 小 于 1 的 有 理 数 全 体 , 即 
一 切 既 约 的 正 的 真 分 数 ,就 可 以 规定 一 种 序 ( 次 序 ) 关 系 : 


对 于 任何 两 个 既 约 分 数 , 7 = nz = a 其 中 nn 过 n,n 二 n,n >>n， 
有 ; 


三 者 必 居 其 一 , 且 只 居 其 一 . 
但 除了 这 种 大 小 顺序 之 外 ,还 可 以 有 “字典 顺序 ” 其 办 法 是 , 先 比较 分 母 ( 相 
当 于 第 一 个 字母 ) 的 自然 数 大 小 ,分 母 相同 再 比较 分 子 (相当 于 字典 顺序 的 第 二 个 
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字母). 例如 坝 和 所, 照 通常 “大 小 顺序 "当然 有 过 之， 但 按 “ 字 典 顺序 "就 有 相反 


的 结果 了 去 二 名 . 一 般 地 ,对 于 妖 约 分 数 一 各，m 一 经 ,就 可 以 规定 它们 的 


“字典 顺序 ”. 
一 切 既 约 的 正 的 真 分 数 按 大 小 排列 ,没有 最 小 的 ,也 没有 最 大 的 ,无 头 无 尾 .但 


按 字典 顺序 却 是 有 头 无 尾 的 . 其 首 元 素 是 于 ,因为 没有 分 母 小 于 2 的 正 的 真 分 数 . 


接着 是 以 3 为 分 母 的 ,共有 两 个 , 即 广 , 也 ,然后 是 以 4 为 分 母 的 ,依次 下 去 可 将 所 
有 的 既 约 的 正 的 真 分 数 排序 为 


我 们 看 到 “大 小 顺序 ”和 “字典 顺序 ”, 这 两 种 序 结构 是 有 本 质 不 同 的 ,除了 是 否 
有 首 元 素 之 外 ,还 可 以 注意 到 : 依 大 小 顺序 排列 是 稠密 的 , 即 任何 两 个 数 之 间 还 有 
第 三 个 数 ;但 按 字 典 顺序 却 没有 稠密 性 , 紧 挨 着 的 两 个 元 素 之 间 插 不 进 任何 别 的 
数 ,同样 是 所 有 的 既 约 正 真 分 数 , 序 结构 不 同 ,集合 的 性 质 也 就 截然 不 同 了 . 

那么 究竟 什么 是 “ 序 ”? 数学 上 所 指 的 序 是 如 下 定义 的 : 

定 驳 2 殉 设 己 是 一 个 集合 ,如 果 在 己 中 的 元 素 之 间 定义 了 一 个 关系 “<”， 
满足 以 下 四 条 性 质 : 

(1) 自 反 性 :车 x E€ E, 则 zx 之 zz; 

(2) 反对 称 性 : 若 z, yE E, Ty, 且 y<z, 则 z= y; 

(3) 传递 性 :车 zx, y, z € E, 工 之 y, 又 y<z, 则 xz 之 z; 

(4) 可 比 性 : 若 zy € E, zx 隆 y, 则 必 有 或 者 + 尺 ,或 者 << 工 
则 称 已 为 有 序 集 . 关系 “<” 具 有 的 四 条 性 质 ,也 称 为 全 序 公理 . 

比如 我 们 在 自然 数 集 或 整数 集 或 有 理 数 集 或 实数 集中 的 元 素 之 间 定 义 关 系 
“<”, 易 验证 它 满足 上 述 四 条 ,所 以 自然 数 集 、 整 数 集 、 有 理 数 集 和 实数 集 都 是 有 序 
集 . 同样 也 可 以 证 明 , 开 区 间 (0, 1) 上 的 既 约 正 真 分 数 集 按 大 小 关系 “<” 也 符合 这 
四 条 性 质 , 因 此 (0, 1) 上 的 既 约 正 真 分 数 也 是 有 序 集 . 但 同时 我 们 又 知道 这 些 集合 
中 的 元 素 都 是 可 以 比较 大 小 的 ,但 是 对 于 复数 集 来 说 ,可 以 按 规则 “ 先 比 较 实 部 , 若 
实 部 相等 , 则 比较 虚 部 "来 说 明 复数 集 是 有 序 集 ,但 复数 不 能 比较 大 小 . 这 是 为 什么 
呢 ? 下 面 就 此 问题 进行 证 明 ,首先 来 证 明 复数 集 是 有 序 集 ,其 次 说 明 为 何不 能 比较 
大 小 . 

证 明 : (一 ) 设 任意 a, BE C, 其 中 a = 二 式 十 i, B= ZT 十 yois Zi, zy 
ER. 
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规定 序 :@ 先 比较 实 部 , 若 六 二 zs, 则 B 排 在 a 后 面 ;@ 若 实 部 相等 , 则 比较 虚 部 ， 
当 z = 二 zx, 车 yi 记 y, 则 a 排 在 B 后 面 ;车 yi 二 y, 则 a 二 B 用 符号 表示 则 为 : 
“<”, 若 如 过 zz, 或 二 zz, 但 yy 革命 (i) < (zy yz),( 即 若 zxi < 过 x:， 
规定 (zi, yi) 过 (z2，,y2) ,车 Zz = zx， 且 yi 过 yo， 则 规定 (zi, y1) 过 (xs, y;)， 
车 二 二 Zz, 车 之 yz， 则 规定 (zi, wm)> (zz, ys)). 可 以 验证 ,以 上 定义 的 关系 
“<” 满 足 上 述 四 条 序 性 质 . 

验证 :(1) (zi，yw) < (zi，y) (显然 六 过 总 ). 

(2) 即 要 检验 , 若 (zi，yw) 之 (zs, yy)， (zz, ys) < (zy， yw) 时 能 否 推出 
(zl yi) = (xe, y2)7 

因为 车 (zi mi) 过 (zy)ezl 一 屏 或 zi 一 三 但 六 3 若 (z yy) 到 
(Ceza 二 如 或 z= 二 Zz 但 y 志 yn. 由 上 面 两 步 可 以 得 到 zi 一 za 由 一 %， 
得 到 (zi，y) = (zx:, y2). 

(3) 即 要 检验 ,车 (zl y1) < (zz，y)，(z，y%) 之 《zs，ys) 时 能 否 推 出 
(T1991) < (x3, y3)7 

因为 (x1, 1) < (zy 32) 和 Si 二 zz 或 z= 二 且 yi 志和 ;同样 (zx, ) 到 
(az 过 zs 或 zz 二 zy 且 三 和 3. 由 上 面 两 步 可 以 得 到 xz 二 zxs 或 x 二 
但 和 三 ya, 所 以 有 (zi, yx) 过 (xs, ys). 

(4) 即 要 验证 , 当 任 意 (zi y1), (zz, y2) EC 但 (zi 和) 了 (zs, 2) 时 ,是 
否 可 推出 (zi，yi) 之 (zo, yz) 或 (xo, yo) > (zi, 1)? 

因为 @ 若 zz 过 zx; 则 (zy4) 过 (zo，y2). @ 若 zl 二 zo 且 和 关 y2 (可 以 将 
其 分 为 yy 二 yz 和 yi 二 y2): 

OD 当 z =z yy 则 zi, y) < Cr, yo); 

(ii 当 zi 一 性 且 > yy 则 lz, ye) < ni, yi)， 

结合 人 )( 谤 有 (zi, 1) < (zy) 或 (zy%) 之 (x1, v1). 

综合 (1) 一 (4) 得 出 复数 集 C 是 有 序 集 . 

“ 序 ” 关 系 与 “大 小 ”关系 是 两 个 概念 ,一 般 情况 下 , 序 不 等 于 大 小 , 当 且 仅 当 
“ 序 ” 关 系 与 “大 小 ”关系 协调 时 ,“ 序 ” 才 等 于 “大 小 ”. 下 面 的 定义 刻画 了 序 关 系 与 大 
小 关系 之 间 的 联系 . 

定 尖 235 设 A 是 定义 了 两 个 代数 运算 十 ，X 的 集合 , 且 对 “十 ”是 有 和 零 元 的 
有 序 集合 ,如 果 A 上 的 一 个 序 人 < 满足 : 

(1) 对 加 法 的 保 序 性 , 即 Vz, y, zEA, 若 z<y, 则 z 十 zy 十 zx; 

(2) 对 乘 “ 正 元 的 保 序 性 , 即 Vx, y € A 和 正 元 z, 若 x 之 y, 则 xzXz 过 
y Xz. 
就 称 序 关系 < 为 A 上 的 一 个 大 小 关系 (注意 这 里 的 正 元 是 A 中 按 定义 的 序 关系 
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去, 排 在 0 后 面 的 元 素 =, 即 0 < xz). 

(二 ) 复数 不 能 比较 大 小 的 关键 在 于 对 上 述 定义 的 序 关系 虽然 对 加 法 运算 保 
序 ,但 不 能 与 乘 “ 正 元 ”运算 保 序 . 具体 如 下 : 

(1) 加 法 保 序 性 成 立 , 即 车 (zt，y1)，(zz，y2) E C (复数 集 ), 且 有 (zi， 
31) 过 (zz，y2), 对 任意 的 (a, 5) € C, 可 以 推出 (x1, y1) 十 (4a, 5) 一 (zi 二 a， 
yi 十 0) <r ta, y 十 0) = (xz, y2) + (a, b). 

证 明 : 若 z 二 zo, 则 zz 十 a 过 zz 十 a. 又 因为 (zi， yi1) 十 (a, b) 一 (zl 十 ay， 
Ni 十 )， (zz, y2) 十 (a 6b) 一 (zz 十 ay yz 十 外 , 则 有 (zi 十 a, yi 十 b) 之 (zs 十 a， 
和 十 b). 车 二 Zs 过 y; 则 zz 十 a 二 zz 十 as 1 十 b 志 yz 十 b, 同 理 有 (zi 十 a， 
yi+6b) < (zz 十 ay 十 0). 

(2) 乘法 保 序 性 不 一 定 成 立 . 

(iD 乘 正 实数 是 成 立 的 , 即 对 任意 上 二 0 ( 即 :为 正 实数 ), 若 (zi，y) < (zz， 
y2);, 则 Lz y1) <tzyy%), 即 (triy ty1) < (tr2, ty2). 

证 明 : 因为 (zy) < (zy)ezl 过 或 1 = 二 zy 有 目 和 YT < 了 
t>0; 则 t! 之 trz, 或 堪 ! 二 trz, 且 ty 过 ty2, 由 上 可 得 (tre, ty1) < (trz, ty2). 

(i 但 是 乘 “ 正 元 ”的 保 序 性 不 满足 . 

这 里 “ 正 元 ”是 指 复数 中 按 定 义 的 序 排 在 (0, 0) 后 面 的 数 , 即 


1 一 (0, 0) < (z， Sr>>0, 或 += 二 0 时 y 之 0. 


按照 上 面 定义 的 序 , 复 数 i 二 (0, 1) 是 排 在 (0, 0) 后 前 面 的 数 ,也 就 是 “ 正 数 ”， 
即 (0, 0) 之 (0, 1), 但 两 边 乘 (0, 1) 后 (0, 0) X (0, 1) = (0, 0), (0, 1) X (0， 
1) = 二 (一 1, 0), 而 根据 规则 (0, 0) > (一 1, 0), 这 样 序 的 方向 变 了 , 即 序 关系 与 
乘法 运算 不 保 序 . 

综 上 (一 )( 二 ) 所 述 ,复数 集 C 虽然 是 有 序 集 ,但 不 能 比较 大 小 . 值得 我 们 注意 
的 是 也 可 以 用 其 他 的 方法 定义 复数 的 序 , 比 如 先 看 “ 模 ” 再 看 “ 幅 角 主 值 ”, 同 样 可 以 
证 明 他 们 满足 “ 序 ” 公 理 的 四 条 性 质 , 但 这 些 序 都 不 具有 乘 “ 正 元 ”的 保 序 性 ( 按 这 种 
序 为 正 ) ,因此 谈 不 上 比较 大 小 ,所 以 复数 无 法 比较 大 小 . 
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§ 3 用 序 关系 定义 函数 


在 我 们 的 生活 中 ,到 处 可 以 见 到 变量 和 函数 的 实例 ,函数 是 中 学 阶段 的 一 个 重 
要 知识 内 容 , 是 反映 现实 世界 中 各 种 实际 问题 的 一 种 重要 的 数学 模型 . 

初中 数学 课程 中 ,函数 的 定义 是 以 具体 、 生 动 的 形式 出 现 的 , 称 之 为 “变量 说 ”; 
到 了 高 中 或 大 学 , 则 改 为 集合 之 间 的 对 应 的 形式 , 称 为 对 应 说 ”; 将 其 再 抽象 ,用 集 


© O000—— pm 
“和 


合 的 语言 加 以 描述 ,又 出 现 了 “关系 说 ” 哪 种 定义 比较 适合 于 中 学 生 ? 如 何 认识 
函数 及 其 相关 的 数学 内 容 ? 如 何 提高 学 生 自觉 运用 这 一 重要 的 数学 工具 的 意识 与 
能 力 ? 以 及 由 此 而 引申 出 的 有 关 问 题 , 这 一 切 都 是 中 学 数学 教师 应 该 认真 加 以 考 
虑 的 问题 . 


3.1 中 学 数学 中 的 函数 


把 函数 这 个 词 用 作 数 学 术语 ,最 早 是 德国 的 莱 布 尼 效 , 他 在 1673 年 的 一 篇 手 
稿 里 ,用 函数 一 词 表示 任何 一 个 随 着 曲线 上 的 点 变动 而 变动 的 量 . 1775 年 , 欧 拉 曾 
提出 ,如 果 某 些 变量 以 这 样 一 种 方式 依赖 于 另外 一 些 变量 , 即 当 后 面 这 些 变量 变化 
时 ,前 面 那些 变量 也 随 之 而 变化 ,那么 前 面 的 变量 称 为 后 面 变量 的 函数 . 以 后 就 逐 
渐 演 变 为 目前 的 函数 “变量 说 "定义 :“ 设 工 与 y 是 两 个 变量 ,如 果 当 变量 x 在 实数 
的 某 一 范围 中 变化 时 ,变量 y 按照 一 定 的 规律 随 z 的 变化 而 变化 ,我 们 称 zx 为 自 
变量 , y 称 为 因 变 量 , 即 变量 z 的 函数 , 记 作 > 一 /(z).” 

这 种 一 个 变量 随 另 一 个 变量 的 变化 而 变化 的 说 法 有 许多 好 处 . 首先 ,在 日 常生 
活 或 生产 实践 中 ,各 变量 之 间 多 半 大 致 已 经 “天 然 地 ”建立 了 对 应 关系 ,因此 ,虽然 
变量 说 并 未 突出 对 应 关系 , 却 不 致 误会 . 例如 ,要 讨论 正方 形 的 面积 y 和 边 长 x 的 
关系 ,总 是 在 同一 个 正方 形 中 考虑 面积 值 与 边 长 值 的 对 应 ,根据 常识 和 经 验 , 决 不 
会 把 这 个 正方 形 的 面积 值 与 另 一 个 不 能 合同 的 正方 形 的 边 长 值 相 对 应 的 . 其 次 ,从 
物理 意义 上 看 ,例如 s 二 7(2, 反映 了 质点 运动 时 路 程 随时 间 变化 而 变化 的 规律 ， 
“变量 说 ?刻画 自然 ,形象 而 直观 ,通俗 易 懂 ,对 于 中 学 生来 说 ,应 该 是 较 易 接受 的 . 

后 来 人 们 又 采用 了 一 种 “对 应 说 ”( 即 映射 说 ), 即 “ 设 A 与 B 是 两 个 集合 ,如 果 
按照 某 一 确定 的 对 应 关系 ,对 于 集合 A 中 每 一 确定 的 元 素 工 ,集合 B 中 总 有 唯一 
一 个 确定 的 元 素 y 和 它 对 应 ,那么 这 个 对 应 关系 就 叫做 一 个 函数 ” 根据 这 个 定 
义 ,对 应 就 是 函数 . 目前 ,这 种 定义 也 被 一 些 教科 书 采用 ,特别 是 高 中 或 大 学 的 数学 
教科 书 . 从 初中 的 “变量 说 ”到 高 中 或 大 学 的 “对 应 说 ”, 这 也 可 能 是 考虑 到 学 生 的 接 
受 程度 与 学 习 规律 . 作为 中 学 数学 教师 ,在 具体 的 教学 过 程 中 ,应 该 有 这 方面 的 实 
践 与 体会 ,如 何 根据 学 生 的 认 知 水 平 , 较 好 地 引入 函数 概念 ,认识 其 本 质 内 涵 . 


3.2 函数 的 “关系 说 ?定义 

从 集合 的 更 高 层次 ,函数 还 有 一 种 定义 方式 一 一 “关系 说 ”, 看 下 面 的 定义 : 

厦 冯 一 个 二 元 关系 /CR!' XR', 若 满足 (x1, wm) E f, (x1, y)E 
则 y = y， 称 这 个 二 元 关系 f 为 函数 . 

显然 ,函数 就 是 两 个 集合 的 关系 ,但 是 两 个 集合 间 的 关系 不 一 定 是 两 个 集合 间 
的 函数 . 比如 : 设 XX= {1, 2, 3}, Y= 二 {4, 5,6,7}, 另 f={(1,4), (1, 6), (2， 
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7)，(3, 5), (3, 7)), 这 里 对 于 X 中 的 元 素 1, 对 应 Y 中 的 元 素 4 和 6;3 对 应 5 和 
7, 所 以 是 X 到 Y 的 关系 ,但 不 是 函数 . 由 此 可 见 ,关系 和 函数 虽然 都 是 刻画 关于 
两 集合 元 素 之 间 的 联系 ,但 是 有 区 别 . 函数 的 定义 域 是 某 个 集合 的 全 体 , 而 不 能 是 
这 个 集合 的 真子 集 ,而 关系 则 不 然 . 在 函数 的 定义 中 ,对 于 任 给 的 zxE X, 存在 唯 
一 的 y EY 与 之 对 应 ;而 在 关系 的 定义 中 ,对 于 任 给 的 x E X, 可 以 有 多 于 一 个 的 
元 素 与 之 对 应 ,所 以 函数 是 一 种 特殊 的 关系 . 

这 种 “关系 说 ” 比 “ 对 应 说 ”还 抽象 ,但 它 将 函数 用 集合 论 的 语言 加 以 描述 ,是 完 
全 数学 化 的 ,便于 数学 研究 ,也 便于 为 计算 机 所 接受 . 


3.3 三 种 定义 方式 的 比较 


变量 说 直观 、 自 然 通 俗 易 懂 , 但 没有 突出 函数 的 本 质 一 一 对 应 关系 . 对 应 说 建 
立 在 集合 论 的 基础 上 ,更 接近 现代 的 数学 语言 ,关键 是 突出 了 函数 的 本 质 属性 . 关 
系 说 是 完全 数学 形式 化 的 表述 ,但 看 不 见 对 应 关系 的 形式 和 规律 . 


3.4 函数 在 中 学 数学 中 的 地 位 和 作用 


式 人 方程, 不等式、 函数 数列、 排列 组 合 等 有 关内 容 构成 了 中 学 代数 的 主要 内 
容 ,而 函数 在 其 中 起 到 了 横向 联系 的 纽带 作用 . 比如 :代数 式 3a 可 以 看 成 函数 y 一 
3z 当 工 一 4 时 的 值 . 两 个 代数 式 /(z), g(x) 恒 等 等 价 于 函数 h(x) 一 f(z) 一 g(x) 
恒 等 于 零 ;方程 F(z) = 0 的 根 可 作为 函数 y = f(z) 的 图 象 与 工 轴 交 点 处 的 横 坐 
标 . 在 不 等 式 的 有 关 问 题 中 函数 的 性 质 常 常 是 有 利 的 工具 . 有 关 函 数 研究 的 论文 很 
多 ,具体 可 参考 本 章 的 附录 . 


本 章 思 考题 


1. 对 数学 中 关系 的 定义 你 是 如 何 理解 的 ? 这 种 定义 方式 你 认为 中 学 生 是 否 能 接 
受 ? 根据 你 的 经 验 谈 谈 你 的 认识 . 

. 关系 如 何 表示 ? 举例 说 明 . 

。 举 出 5 个 等 价 关 系 并 说 明 等 价 关 系 的 作用 . 

. 简要 说 明 复数 为 何不 能 比较 大 小 . 

.对 函数 的 三 种 界定 发 表 你 的 观点 . 还 有 哪些 数学 概念 在 不 同 的 阶段 有 不 同 的 
定义 ? 


本 章 参 考 文献 


[1] 张 黄 宙 ,分 一 心 . 现代 数学 与 中 学 数学 L[MJ. 上 海 教育 出 版 社 ,1990. 
[2] 徐 利 治 . 数学 方法 论 选 讲 (第 三 版 )TM]. 华中 科技 大 学 出 版 社 ,2000. 


*ee@@ 涟 区 JJ 洪水 贡 || 溃 


Mwy 


es。 


[3] 王 秘 荣 , 李 全 灿 . 离散 数学 初步 LM]. 机 械 工业 出 版 社 ,1987. 


附录 
关于 对 函数 研究 的 论文 
年级 | 性 项 | 作者 | 指导 老师 论文 题目 


2005 | 教育 硕士 | 任 明俊 | 汪 晓 勤 。| 高 中 生 对 函数 概念 的 理解 与 函数 概念 的 历史 
2005 | 半 脱 产 。 | 才 妍 琴 | 陈 月 兰 | 对 高 中 生 函 数 概念 理解 的 调查 研究 

2005 | 网 络 01 | 王 美 华 | 陈 月 兰 | 高 一 学 生 抽象 函数 学 习 障碍 研究 
2005 | 网 络 02 | 田 新 红 | 汪 晓 勤 ”| 高 中 生 对 函数 平移 的 理解 

2005 | 教育 硕士 | 钟 志 敏 | 李 士 销 | 高 一 学 生 对 函数 对 应 关系 的 理解 
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第 三 童 ” 映 射 与 应 用 


$1 映射 及 其 相关 概念 


映射 是 一 个 非常 重要 的 数学 概念 ,中 学 中 的 很 多 问题 可 以 用 映射 这 个 概念 加 
以 解释 ,为 此 先 回顾 一 下 映射 的 定义 以 及 相关 概念 . 

定 久 354 设 A, B 为 集合 ,车 对 任意 a € A, 存在 5E B, 有 f(a) 一 0, 称 了 
是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 个 映射 . 

定义 8 到 设 A, B 为 集合 , 是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 个 映射 . 若 对 任意 
wy az EA, 当 ai 天 az 时 ,有 ai) 天 az) ( 即 若 Fw) = f(as), 则 a = as)， 
则 称 /是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 个 单 射 . 

定 关 358 设 A，B 为 集合 ,， / 是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 个 映射 , 且 
/(A) = B ( 即 任意 5 € B, 存在 a € A 使 得 /(a) = 5b), 则 称 了 是 从 集合 A 到 集 
合 B 的 一 个 满 射 . 

定义 3 别 设 A, B 为 集合 , /是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 个 映射 , 且 f 既是 
单 射 又 是 满 射 , 则 称 了 是 从 集合 A 到 集合 也 的 一 个 一 一 映射 . 
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$2 映射 与 铂 笼 原理 


我 们 先 来 看 一 个 非常 简单 的 事实 :把 10 本 书 放 到 9 个 抽 层 里 ,一 定 至 少 有 一 
个 抽 导 里 有 两 本 或 两 本 以 上 的 书 . 同样 在 13 个 人 中 ,至 少 有 两 个 人 在 同一 个 月 份 
出 生 . 他 们 的 正确 性 很 明显 ,这 个 事实 的 原理 在 数学 上 称 为 锣 笼 原理 (或 抽 层 原 
理 ). 

鲍 笼 原理 是 关于 由 某 种 规划 安排 离散 结构 的 存在 性 判断 的 一 个 基本 原理 ,也 
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是 图 论 中 研究 某 种 结构 的 图 的 存在 性 所 需 的 数学 工具 . 抽 层 原理 是 德国 数学 家 狄 
利克 雷 (Dirichlet, 1805 一 1859) 在 证 明 数论 命题 时 首先 提出 并 应 用 的 ,所 以 铝 乱 原 
理 又 称 为 狄 利克 雷 原理 ,共有 三 种 形式 ,具体 如 下 : 

如 果 把 m 个 元 素 按 任 一 确定 的 方式 分 成 4 个 (m 宇 n 十 1, 且 mm， 
nn 为 自然 数 ) 集 合 ,那么 至 少 有 一 个 集合 有 两 个 或 两 个 以 上 的 元 素 . 

证 明 : 设 A: 有 限 集 , A; CA (i=1,2,…,n), 且 A UAU-.:…A,= A, 
1 A 1= mm, 即 要 证 存在 上 AE N (1 < 过 允 ,使 得 | A | 之 2. 

( 反 证 法 ) 若 每 个 集合 中 所 含 元 素 的 数目 均 不 超过 1, 则 | A, U A: U…A, | 过 
n, 即 这 个 集合 中 所 含 元 素 个 数 就 不 会 超过 ,与 已 知 有 m (m 宇 n 十 1) 个 的 元 素 
相 矛 盾 . 

如 果 把 m 个 的 元 素 , 按 任 一 确定 的 方式 分 成 a 个 (m 宇 n 十 1, 且 


m,n 为 自然 数 ) 集 合 ,那么 至 少 有 一 个 集合 有 个 元 素 ,其 中 一 [ 亚 二 |+1(D] 


为 取 整 符号 )， 

如 果 把 无 穷 多 个 元 素 , 按 任 一 确定 的 方式 分 成 有 穷 多 个 集合 , 那 
么 其 中 至 少 有 一 个 集合 有 无 穷 多 个 元 素 . 

上 述 三 个 定理 均 称 为 铝 笼 原理 ,从 以 上 可 知 原理 本 身 以 及 他 们 的 证 明 非 常 简 
单 ,可 是 正 是 这 样 一 些 简单 原则 ,在 初等 数学 乃至 高 等 数学 中 有 许多 应 用 ,其 中 有 
的 容易 ,有 的 则 非常 难 . 应 用 抽 屋 原理 主要 是 解决 有 关 属 于 证 明 存在 性 的 问题 , 它 
的 解 题 策略 及 技巧 在 于 如 何 根据 题 设 条 件 构造 出 分 类 的 对 象 与 分 类 的 规则 . 如 果 
我 们 能 从 映射 的 角度 去 理解 抽 层 原理 也 许 会 有 所 新 的 收获 ， 

铝 笼 原理 从 映射 的 角度 来 说 实际 上 是 满 射 或 非 单 非 满 的 映射 . 我 们 在 解决 有 
关 抽 屋 原 理 的 问题 时 ,如 果 把 研究 的 对 象 分 成 两 个 集合 ,利用 “制造 ? 满 射 的 技巧 ， 
则 有 些 问题 会 迎刃而解 . 下 面 我 们 将 从 数 、 形 、 涂 色 三 个 角度 来 看 如 何 应 用 抽 居 
原理 . 


2.1 馈 敌 原理 的 应 用 


2L41 数 

例 1 在 数 轴 上 任意 给 出 几 个 整 点 ,才能 使 得 它们 的 奇偶 性 相同 ? 

解 : 因为 任意 一 个 整数 按 奇偶 数 分 的 话 ,可 分 为 两 类 ,所 以 给 出 三 个 整数 即 可 . 

例 2 在 平面 上 至 少 要 给 出 几 个 整 点 (两 个 坐标 分 量 都 是 整数 的 点 称 为 整 
点 ) ,才能 使 其 中 至 少 有 两 个 点 的 连 线 的 中 点 仍 是 整 点 ? 

分 析 : 设 两 个 整 点 的 坐标 分 别 为 (x1，y1)，(z，y2), 由 中 点 坐标 公式 zx 二 


开本 各 ,y= 六 兴 E Z, 知 当 目 仅 当 二 十 、 3 十 ys 同属 于 偶数 , 即 z、 
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a 


Zz 同 奇 同 偶 ,y 、>z 同 奇 同 偶 即 可 . 而 平面 一 对 整 点 的 情况 有 4 种: 
(奇数 ,偶数 ) , (偶数 ,奇数 ) , (奇数 ,奇数 ), (偶数 ,偶数 ) ， 


为 使 5 、zz 同 奇 同 偶 ,y 、> 同 奇 同 偶 , 则 一 定 要 再 给 出 一 点 ( 即 设法 创造 满 射 )， 
故 至 少 给 出 5 个 点 ,才能 保证 其 中 至 少 两 个 点 的 连 线 的 中 点 是 整 点 . 

例 3 试问 空间 至 少 要 给 出 几 个 整 点 ,才能 使 其 中 至 少 有 两 个 点 的 连 线 的 中 
点 仍 是 整 点 ? 

解 : 分 析 同 上 , 9 个 即 可 . 

例 4 在 (1, 2,…, 2z*} 中 任 取 ?十 1 个 数 , 试 证 在 取出 的 数 中 必 有 两 数 是 互 
质 的 . 

分 析 与 解 : 构造 个 笼子 . 

注意 到 这 样 一 个 事实 : 相 邻 两 个 自然 数 是 互 质 的 ,所 以 可 将 {(1，2，…，2z} 这 
2n 个 数 , 按 相 邻 两 个 数组 成 一 组 , 则 有 个 数组 {1, 2}, {3, 4},…, {2n 一 1, 2n})， 
这 就 是 个 笼子 , 则 在 {1，2,，…， 2n} 中 任 取 的 十 1 个 数 都 在 上 述 nn 个 笼子 中 , 必 
有 两 个 数 取 自 同一 个 数组 (根据 铝 笼 原理 ) ,它们 是 互 质 的 . 由 此 问题 得 到 解决 . 

例 5 在 100 个 连续 自然 数 1, 2, 3,…, 99, 100 中 任 取出 51 个 数 ,证 明 在 这 
51 个 数 中 ,一 定 有 两 个 数 ,其 中 一 个 是 另 一 个 的 倍数 . 

分 析 与 解 : 关键 要 构造 50 个 笼子 (这 笼子 内 的 数 是 倍数 关系 ) ,使 51 个 数 为 
饮 子 , 则 据 抽 层 原理 至 少 有 一 个 笼子 内 有 两 个 数 . 而 任意 xz E N (自然 数 ), 则 工 是 
奇数 或 x 是 偶数 . 若是 偶数 ,那么 经 过 反复 提取 因数 2, 最 后 总 能 表示 为 奇数 乘 以 
2(i 二 1, 2, …) 的 形式 , 且 这 个 奇数 决 不 会 超过 原 数 的 一 半 , 即 任意 的 偶数 一 
2 X 奇 数 ,奇数 一 2" X 奇 数 ,所 以 任意 一 个 自然 数 总 可 表示 为 2 XX 奇数 的 形式 (i 一 
0，1，2,，…). 在 1 一 100 中 ,奇数 的 个 数 为 50 个 (1，3，…，99) , 按 2'X 奇 数 则 可 
分 为 50 类 ， 
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Ai: {1X2} = 1{1,1X2, 1X2,., 1X2°), 
As: {3X2:} = {3, 3X2, 3X2:, *, 3X25), 


As: {5X2') = {5, 5X2, 5X2, », 5X2.), 


As: {49X2°) = {49, 49 X 2}; 
Az: (51 X21} = (51}5 


Aso: {99 X 2°} = {99}. 


100 个 数 没有 遗漏 地 被 放 在 50 个 集合 中 ,无 论 用 何 种 方法 从 中 取出 51 个 数 时 ,必然 
有 至 少 有 2 个 数 是 出 自 同一 个 集合 ,而 同一 集合 的 两 数 , 大 数 必定 是 小 数 的 倍数 . 
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本 例题 可 以 拓展 为 一 般 化 ,具体 可 参考 本 章 的 思考 题 . 

例 6 一 个 集合 含有 10 个 互 不 相同 的 两 位 数 , 试 证 这 个 集合 必 有 两 个 无 公共 
元 素 的 子 集合 ,此 两 子 集合 中 各 数 之 和 相等 . (1972 年 第 14 届 国 际 数学 奥林匹克 
试题 ) 

分 析 与 解 : 

(1) 一 个 有 着 10 个 元 素 的 集合 , 它 共 有 多 少 个 可 能 的 子 集 呢 ? 

由 于 在 组 成 一 个 子 集 的 时 候 , 每 一 个 元 素 都 有 被 取 过 来 或 者 不 被 取 过 来 两 种 
可 能 ,因此 ,10 个 元 素 的 集合 就 有 2 = 1024 (种 ) 不 同 的 构造 子 集 的 方法 ,也 就 
是 , 它 一 共有 1024 个 不 同 的 子 集 , 包 括 空 集 和 全 集 在 内 . 空 集 与 全 集 显 然 不 是 考虑 
的 对 象 , 所 以 剩 下 1024 一 2 = 1022( 个 ) 非 空 子 集 ( 看 成 饮 子 数 ). 

(2) 再 来 看 各 个 子 集中 一 切 数字 之 和 .用 N 来 记 这 个 和 数 , 则 设 X 为 满足 上 述 
条 件 的 集合 , 和 一 {a，a，…，ao)，aw € {10, 11，…，99} (i= 1,2,., 10), 


l0<N= wu 过 91 十 92 十 93 十 94 十 95 十 96 十 97 十 98 十 99 二 855， 


最 大 为 855, 最 小 为 10, 这 表明 N 至 多 只 有 855 一 9 = 846( 种 ) 情况 , 见 表 1, 即 所 
有 子 集 元 素 之 和 的 可 能 只 有 846 种 (看 成 笼子 数 ). 


表 1 


所 有 子 集 元 素 之 和 的 可 能 只 有 846 种 
可 能 值 
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集合 种 类 有 1022 种 
每 个 集合 元 素 之 和 一 定 不 会 超出 上 述 846 种 


由 于 非 空 真子 集 的 个 数 是 1022，1022 >> 846, 所 以 其 中 一 定 存在 两 个 子 集 A 
与 也 ,使 得 A 中 各 数 之 和 二 B 中 各 数 之 和 . 若 A 门 B = 世 , 则 命题 得 证 ; 若 4A 站 
了 =-C 天 区, 即 A 与 B 有 公共 元 素 , 这 时 只 要 剔除 A 与 B 中 的 一 切 公共 元 素 , 得 
出 两 个 不 相交 的 子 集 Al 与 Bi ,很 显然 ,A, 中 各 元 素 之 和 三 Bl 中 各 元 素 之 和 , 因 
此 Al 与 Bi 就 是 符合 题目 要 求 的 子 集 . 

本 例 能 否 推广 为 如 下 命题 :已 给 一 个 由 m 个 互 不 相等 的 n 位 十 进 制 正 整数 组 
成 的 集合 ,求证 :这 个 集合 必 有 两 个 无 公共 元 素 的 子 集合 ,各 子 集合 中 各 数 之 和 
相等 . 

这 个 问题 请 读者 自己 来 研究 . 

例 7 一 个 棋 手 用 11 个 星期 来 准备 参加 一 次 大 型 比赛 ,为 了 准备 得 更 加 充分 
些 , 他 决定 每 天 至 少 下 一 局 模 ,但 是 为 了 使 自己 不 至 于 太 紧 ,他 又 决定 在 任何 一 周 
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内 下 棋 的 总 局 数 不 超 过 12, 求 证 :一 定 存在 着 连续 的 若干 天 ,在 此 期 间 内 该 棋 手 恰 
好 下 了 21 局 . 

分 析 与 解 : 设法 构造 笼子 和 铅 子 . 

设 w 表示 这 位 棋 手 第 i 天 所 下 棋 的 局 数 . 据 题 意 每 天 至 少 一 局 , 则 w 三 1 
(1 过 i<77). 另外 又 要 把 第 一 天 ,第 二 天 ,…… ,到 第 i 天 的 局 数 累加 , 故 设 为 x;， 
显然 


Zi = 二 a+ ta = Da, QS<i<77) 
所 
则 1 过 zw 过 zi 二 … 二 zn 三 12X11 = 132 (因为 一 周 最 多 下 12 局 ,所 以 11 周 最 
多 132 局 ), 令 yi 二 zi 十 21 二 > aw 十 21, 则 
总 


2<%n < yi yn 153, 


这 样 就 构造 了 zi ，z，…，zr，y，y，…，y7, 共 154 个 整数 ,而 这 些 数 均 为 1 一 
153 中 的 数 , 据 抽 导 原理 其 中 至 少 有 两 个 数 相 等 ,因为 x; 互 不 相等 ,y 互 不 相等 ， 
所 以 只 能 在 两 列 中 各 选 一 个 , 即 存在 s, + E Z, 使 得 1<s, 1 委 77, zz, 二 yy 二 zi 十 
21, 则 5 二 t, 且 z, 一 zi 二 21, 即 从 第 t 十 1 天 至 第 * 天 ,这 连续 的 :一 上 天 内 ,该 棋 手 
恰好 下 了 21 局 棋 . 

例 8 设 用 百分制 记分 , 且 得 分 只 能 是 整数 ,证 明 : 

(1) 若 201 人 的 总 分 为 9999, 则 至 少 有 3 人 的 得 分 相同 ; 

(2) 车 201 人 的 总 分 为 10 101, 则 至 少 有 3 人 的 得 分 相同 ; 

(3) 若 201 人 的 总 分 为 10 000, 且 已 知 无 3 人 的 得 分 相同 , 则 必 有 1 人 得 100 
分 、2 人 得 0 分 ; 

(4) 车 201 人 的 总 分 为 10 100, 且 已 知 无 3 人 的 得 分 相同 , 则 必 有 1 人 得 100 
分 、2 人 得 0 分 . 

分 析 与 解 : 因为 学 生 的 分 数 是 整数 的 情况 故 共 有 101 种 , 即 0 分 , 1 分 , 2 分， 
…，99 分 , 100 分 ;学 生 的 人 数 为 201 人 ,所 以 可 以 将 201 人 看 成 馈 子 ,101 种 分 数 
情况 看 成 笼子 , 见 表 2: 


表 2 

| 千 F lol 个 0 分 | 1 分 | 2 分 | … | 98 分 | 9 分 | loo 分 

| 的 子 zol 只 | 最 大 | 1 人 | 2 人 | 2 人 | … | 2 人 | 2 人 | 2 人 | 
区区 太医 榨 


假设 无 3 人 得 分 相同 , 即 没有 3 镶 同 笼 ,因为 一 [ 王 二 +]+1 一 [4+ 由 


Ne 
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1 一 1 十 1 = 2, 所 以 必 存 在 一 个 满 射 ,使 得 每 个 笼 里 有 鲍 子 ,其 中 100 个 笼 里 是 2 
个 ,一 个 笼 里 是 1 个 . 每 个 笼 里 的 人 员 安 排 按 可 能 的 最 大 分 值 和 与 最 小 分 值 和 来 进 
行 排列 : 

> 最 大 分 值 :2 人 得 1 分, 2 分 , …, 99 分 , 100 分 ,余下 1 人 得 0 分 ， 


2) =1x0+2X(1+2 十 3 十 … 十 100) 一 10 100; O 
>) 最 小 分 值 :2 人 得 0 分 ,1 分 ,…,99 分 ,余下 1 人 得 100 分 ， 


>) 一 2X(0 十 1 十 2 十 … 十 99) 十 100 = 10 000. @ 


9999 10000 10100 10101 


估计 的 最 小 和 为 10 000, 比 题 设 “201 人 的 总 分 为 9999” 还 要 大 ,估计 的 最 大 
观 和 为 10100, 比 题 设 “已 知 201 人 的 总 分 为 10 101” 还 要 小 . 这 两 种 现象 是 不 可 能 的 
(估计 的 范围 没有 包括 题 设 ) 所 以 矛盾 . 从 而 结论 (1)(2) 成 立 . 

已 知 无 3 人 的 得 分 相同 ,要 使 201 人 的 总 分 为 10 000, 那 么 根据 锣 笼 原理 ,再 
根据 上 面 的 运算 , 则 每 个 分 数 的 人 员 安 排 如 @, 这 和 所 要 证 明 的 结果 (3) 一 致 ,由 此 
问题 (3) 得 到 解决 . 

已 知 无 3 人 的 得 分 相同 ,要 使 201 人 的 总 分 为 10 100, 那 么 根据 鸽 笼 原理 ,再 
根据 上 面 的 运算 , 则 每 个 分 数 的 人 员 安 排 如 @, 这 和 所 要 证 明 的 结果 (4) 一 致 ,由 此 
问题 (4) 得 到 解决 . 

例 9 一 个 国际 社团 的 成 员 来 自 六 个 国家 ,共有 成 员 1978 人 ,用 1, 2, 3,…， 
1978 编号 ,请 证 明 : 该 社团 至 少 有 一 个 成 员 的 编号 数 与 他 们 两 个 同胞 的 编号 数 之 
和 相等 ,或 是 一 个 同胞 的 编号 数 的 2 倍 . 

证 明 : 使 用 反 证 法 . 设 满足 条 件 的 编号 数 不 存 在 ,换言之 ,任何 同一 国 中 的 任 
何 两 成 员 的 号 码 之 差 决 不 会 是 该 国 成 员 的 号 码 . 因为 倘若 不 然 , 设 某国 的 两 成 员 的 
号 码 分 别 为 a, 2, 则 a 一 5 也 是 该 国 成 员 的 号 码 , 则 当 a 一 b 隆 5 时 ,a 是 同 国 两 成 员 
号 码 之 和 ; 当 a 一 b 三 5 时 ,a 是 同 国 成 员 号码 的 两 倍 (25) ,与 题 设 不 符 . 
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由 于 户 一 [区 ]+1 = 330, 据 鲍 禾 原理 , 必 有 一 个 A 国 ,其 中 至 少 有 330 个 


Ta 
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成 员 , 设 m 是 A 国 中 成 员 的 最 大 号 码 , 用 wm 减 去 其 余 A 国 成 员 的 号 码 , 得 到 至 
少 329 个 数 ,由 假设 ,它们 都 不 是 A 国 成 员 的 号 码 , 因而 是 其 余 五 国 成 员 的 号 码 . 


又 由 于 ps = [中 |+1 = 66, 据 镶 知 原理 , 必 有 一 个 B 国 ,其 中 至 少 有 66 个 成 员 ， 


记 其 号 码 中 最 大 的 为 ,用 nz 减 去 其 余 65 个 号 码 ,所 得 的 65 个 数 都 不 是 B 国 成 
员 的 号 码 , 且 它们 也 必 都 不 是 A 国 成 员 的 号 码 ,因为 车 4b 是 这 65 个 号 码 之 一 ,天 
mm， 则 必 存 在 A 国 成 员 的 号 码 a1、a; ,使 得 ms 二 wm 一 ,2 一 mi 一 az 成 立 , 于 是 
mz 一 b 二 4s 一 ai, 由 假设 S, 它 不 是 A 国 成 员 的 号 码 . 同 理 可 算得 


广 一 [各 |+1 17, ps [¥}+i i 


p= [Ss]+1=3, p= [3]+1=3. 


因此 ,最 后 找到 一 个 国家 下 ,其 中 至 少 有 两 个 成 员 的 号 码 之 差 不 是 任 一 个 国家 成 员 
的 号 码 ,这 是 不 可 能 的 . 这 个 矛盾 就 说 明 题目 的 断言 是 正确 的 . 


分 析 : 只 要 将 单位 长 度 5 等 分 即 可 . 
例 11 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 任意 放 5 个 点 , 则 至 少 有 两 个 点 之 间 的 距离 不 


大 于 2. 
分 析 : 将 正方 形 分 割 成 4 个 全 等 的 图 形 ,经 检验 只 有 图 3 符合 要 求 . 


3 

2.1.2 形 章 
例 10 已 知 单位 长 度 的 线段 内 有 6 个 点 , 则 至 少 存在 两 个 点 ,它们 之 间 的 距 四 

L 

离 不 大 于 与 . 六 
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bd 
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图 1 图 2 图 3 


例 12 在 边 长 为 2 的 正三 角形 内 (图 4) ,任意 放 5 个 点 , 则 至 少 有 两 个 点 之 间 
的 距离 不 大 于 1. 

分 析 与 解 : 只 要 造 4 个 笼子 即 可 . 

取 正 三 角形 ABC 各 边 的 中 点 D、E、 下 并 连结 ,得 到 4 个 小 正三 角形 : 
人 AED, ABEF, ADFC, ADEF, 如 图 5 所 示 , 在 上 面 任意 放 5 个 点 , 则 至 少 有 
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两 点 落 在 同一 个 小 正三 角形 中 ,而 这 些小 正三 角形 内 两 点 之 间 最 长 的 距离 为 1, 所 
以 至 少 存在 两 点 ,它们 之 间 的 距离 不 大 于 1. 


A 
A 
/ \ XX 
B 人 C 
图 4 图 5 
例 13 在 边 长 为 1 的 正六 边 形 内 (图 6) ,任意 放 25 个 点 , 则 至 少 有 两 个 点 之 


间 的 距离 不 大 于 去 . 
分 析 与 解 : 因为 给 出 25 个 点 ,所 以 只 要 造 24 个 笼子 即 可 . 


4 F 4 F 
OC 0 
C D C D 
图 6 图 7 


将 已 知 的 正六 边 形 的 边 长 两 等 分 ,构造 出 24 个 全 等 的 边 长 为 二 的 小 正三 角 
形 ,如 图 7 所 示 , 在 上 面 任意 放 25 个 点 , 则 至 少 有 两 点 落 在 同一 个 小 正三 角形 中 ， 
在 这 些小 正三 角形 内 两 点 之 间 最 长 的 距离 为 去 ,所 以 结论 得 证 . 

练习 ”在 边 长 为 1 的 正方 形 内 任意 投入 9 个 点 , 试 证 其 中 必 有 三 点 ,以 这 三 点 
为 顶点 的 三 角形 面积 不 超过 二 


例 14 某 旅游 团 一 行 50 人 ,游览 某 地 的 甲乙 \ 丙 三 处 , 若 每 处 每 人 都 可 去 可 
不 去 , 试 证 其 中 至 少 有 7 人 游览 甲乙 、 丙 三 处 的 方式 (如 :去 过 甲乙 两 处 而 未 去 丙 
处 ) 完 全 相同 . 

解 : 每 人 游览 甲乙 、 丙 三 处 的 方式 有 2 二 8( 种 ), 该 旅游 团 共有 50 人 , 据 抽 


屋 原理 ,| 9]+1 一 6 十 1 一 7, 即 至 少 有 7 人 游览 三 处 的 方式 相同 . 
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2.1.3 涂 色 
例 15 若 用 2 种 颜色 对 3X7 组 成 的 格子 涂 色 , 则 至 少 存在 一 个 长 方形 其 四 
角 同 色 . 


| 
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解法 一 : 从 行 考虑 , 先 看 第 一 行 7 个 格子 ,用 两 种 颜色 涂 , 则 至 少 有 [也]+ 
1 一 4( 个 ) 格子 同色 ,把 四 个 格子 放 在 一 起 ,不 妨 设 为 红色 ,再 看 4X3 的 格子 . 若 第 
二 行 和 第 三 行 中 出 现 2 个 或 2 个 以 上 红色 格子 , 则 该 行 的 两 个 红色 格子 与 第 一 行 
的 红色 格子 就 组 成 一 个 4 角 全 为 红色 格子 的 矩形 . 若 不 然 , 则 第 二 ,三 行 中 都 至 少 
有 3 个 蓝 色 格子 ,不 妨 设 前 3 格 为 蓝 色 , 显 然 在 第 三 行 的 前 三 个 格子 至 少 有 2 个 格 
子 ( 若 不 然 , 则 为 红 , 则 要 与 第 一 行 组 成 矩形 结论 成 立 ). 所 以 在 第 2、3 行 的 前 4 列 
中 必 存在 四 角 都 为 蓝 色 的 矩形 , 

解法 二 : 从 列 考虑 三 个 格子 其 中 两 个 同色 ,这 种 可 能 Ci. 这 样 的 情况 有 2 x 
CG 二 6( 种 ), 而 现在 有 7 列 , 所 以 至 少 存在 两 对 排列 相同 ,那么 存在 一 个 长 方形 其 
四 角 同 色 . 

同样 内 容 以 其 他 形式 如 下 :21 个 学 生 站 3 列 纵队 ,每 列 7 人 ,求证 :可 以 从 中 
找 出 一 个 小 矩形 方 队 , 其 四 角 都 是 男生 或 女生 . 

例 16 若 用 三 种 颜色 对 4X[] 组 成 的 格子 涂 色 , 且 不 管 怎么 涂 ,总 有 一 个 长 
方形 ,其 四 角 同 色 , 则 [] 最 小 为 多 少 ? 

分 析 与 解 : 方法 与 例 15 类 似 , 从 列 考虑 涂 色 , 设 三 种 颜色 为 红 、 黄 、 蓝 ,分 别 用 
7r、y、6 表示, 已 知 每 列 有 4 个 格子 ,现在 用 r、y、 6 三 种 颜色 涂 , 则 其 中 必 有 两 格 
同色 . 

(1) 若 同色 的 两 格 为 红 , 则 两 格 红色 不 同 的 图 法 只 有 6 种 , 即 

myb, yrb, Wrr, ryrb, rybr, yrbr; 

(2) 车 同色 的 两 格 为 黄 , 同 (1), 则 两 格 黄色 不 同 的 图 法 也 只 有 6 种 

(3) 车 同色 的 两 格 为 蓝 , 同 (1) , 则 两 格 蓝 色 不 同 的 图 法 也 只 有 6 种 ; 

综合 (1) 一 (3) ,一 共 可 以 涂 成 不 同 的 18 列 , 即 在 4 行 18 列 构成 的 格子 板 中 用 
红 、 黄 、 蓝 三 色 图 找 不 到 任何 一 个 长 方形 其 四 角 同色 . 如 果 再 加 一 列 ,同样 用 这 三 色 
涂 , 则 不 管 怎么 涂 一 定 会 再 现 上 面 18 种 的 某 一 种 ,那么 也 就 找到 了 四 角 同色 的 长 
方形 ,所 以 最 少 为 19 列 . 
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2.1.4 同色 三 角形 

例 17 平面 上 有 6 个 点 ,用 2 种 颜色 (红色 、 蓝 色 ) 连 结 线段 ,证 明 不 管 怎么 
涂 ,总 存在 一 个 同色 三 角形 . 

分 析 : 考虑 从 A 点 出 发 共有 5 条 线段 ,2 种 颜色 A 
连结 , 则 其 中 有 [了 隐 +]+1 = 3( 条 ) 线段 同色 . 不 妨 
设 AB、AD、AF 均 为 红色 , 下面 考 虑 线段 BD、8 
DF、BF. 

(1) 若 这 三 条 中 有 一 条 为 红色 ,如 BD, 则 AABD 为 同色 三 角形 ; 

(2) 要 不 然 三 条 边 均 为 蓝 色 , 则 人 BDF 为 蓝 色 三 角形 . 

此 题 与“ 任意 6 个 人 中 或 者 有 3 人 互相 认识 ,或 者 有 3 人 互 不 认识 "本 质 是 同 
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= 
例 18 空中 有 17 个 点 ,用 三 种 颜色 连结 , 试 证 不 管 怎 么 涂 ,总 存在 一 个 同色 
三 角形 . 

证 明 : (1) 先 选 定 一 点 ,以 此 为 顶点 与 其 他 每 一 点 连结 ,共有 16 条 线段 . 


(2) 用 三 种 颜色 连结 这 16 条 线段 , 则 至 少 有 [地]++1 一 6( 条 ) 同色 . 


(3) 若 这 6 条 线段 的 另 一 端点 (6 点 ) 两 两 之 间 的 连 线 中 有 一 条 与 上 同色 , 则 结 
论 成 立 . 

(4) 若 这 6 点 两 两 之 间 的 连 线 中 没有 一 条 与 上 同色 , 则 可 能 涂 另外 两 色 ,此 问 
题 转化 为 例 17, 即 6 点 用 两 色 线段 连结 , 必 存 在 一 个 同色 三 角形 (已 证 ). 因此 , 结 
论 成 立 . 

定义 3 现 ” 一 个 图 共有 ) 个 点 ,如 果 每 一 个 点 均 与 其 他 的 点 连结 , 称 这 样 的 责 
为 nn 阶 完全 图 , 记 为 K，. 

双色 完全 图 K 中 至 少 有 一 个 单 色 三 角形 . 

双色 完全 图 Ks 存在 两 个 单 色 三 角形 . 

证 明 : 设 双色 (红色 与 蓝 色 ) 完 全 图 Ks 的 结 点 为 V1, V，,…, Vs ,由 定理 3.4 
可 知 双色 Ks 中 至 少 有 一 个 单 色 三 角形 . 不 妨 设 AViV:Vs 是 一 个 红色 K; ,并 假设 
结 点 w, 与 Vs 连结 的 边 为 蓝 色 , 下 面 考察 结 点 Vi 与 结 点 Wi 、Va: 、Vs 连结 所 构成 
的 边 的 集合 A 二 {CV4, Vi], CVs ,V2], CVs, V3]), 以 及 结 点 Vs 与 结 点 Vi、 Vs、 
V 连结 所 构成 的 边 的 集合 B 二 {CVs, Vi], [CVs, Va], CVs, V3]), 车 A 或 B 中 
各 有 两 条 红 边 ,那么 它们 与 AWiVzVs 中 的 某 一 条 红 边 构成 一 个 红色 K; , 即 存在 第 
二 个 单 色 三 角形 ,否则 A 与 B 中 都 至 少 有 两 条 蓝 边 ,因此 A U B 中 就 至 少 有 4 条 
蓝 边 .将 A U B 中 的 6 条 边 再 分 成 下 列 三 组 : 
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{CVas VD，5Vs，VD)，{CV， Vea), CVs, VD])，({(CV， Va), CVs, V3)}, 


则 每 组 中 的 两 条 边 都 与 边 CV,，V5] 构 成 一 个 K. 以 这 三 个 组 作为 3 个 笼子 , 则 
A UB 中 的 4 条 蓝 边 都 在 其 中 ,由 抽 居 原理 可 知 , 必 有 一 组 的 两 条 边 都 是 蓝 边 ,于 
是 这 两 条 边 就 与 已 知 蓝 边 CV,，V5] 构 成 一 个 蓝 色 Ks, 即 存在 第 二 个 单 色 三 角形 ， 
故 双色 Ke 存在 两 个 单 色 三 角形 . 

双色 完全 图 K; 中 至 少 有 三 个 单 色 三 角形 . 

证 明 ; 设 Ki 的 结 点 为 Vi，V，…, Vi ,考虑 双色 Ki 的 一 个 Ks 子 图 . 由 定理 
3.4 可 知 ,该 双色 K 至 少 有 一 个 单 色 三 角形 ,不 妨 设 为 人 V1V2V ,再 考虑 双色 K; 
以 Va，Vs，…, Vi 为 结 点 的 Ks 子 图 . 由 定理 3.5 知 ,该 双色 Ks 存在 两 个 单 色 三 
角形 , 且 都 不 以 Vi 为 顶点 , 故 双色 Ks 至 少 有 三 个 单 色 三 角形 . 

双色 完全 图 K; 存在 四 个 单 色 三 角形 . 

证 明 : 设 K 的 结 点 为 Vi， Vs，…, Vi. 由 定理 3. 6 可知 ,双色 完全 图 Ks 中 至 
少 有 三 个 单 色 三 角形 ,这 三 个 单 色 三 角形 共 9 个 顶点 ,都 是 {Vi，V:，…，V;} 中 的 
点 ,由 抽 层 原理 可 知 ,其 中 至 少 [2 寺 |]+ 1 一 2 个 顶点 取 的 是 K; 的 同一 个 结 点 ， 
因此 有 两 个 单 色 三 角形 存在 公共 顶点 ,不 妨 设 该 公共 顶点 为 Wi ,再 考虑 双色 Ki， 
以 Va, Vs，*…, Vi 为 结 点 的 Ks 子 图 由 定理 3. 5 知 ,该 双色 Ks 存在 两 个 单 色 三 
角形 , 且 与 以 Vi 为 公共 顶点 的 另 两 个 音色 三 角形 不 同 . 故 双色 完全 图 Ks 存在 四 
个 单 色 三 角形 . 

对 双色 完全 图 Ks，Ks，… 的 单 色 三 角形 存在 性 问题 也 是 如 此 

设 加 色 完 全 图 K, 存在 音色 三 角形 , 则 当 9 一 (m 十 1D)(n 一 DD 十 2 
时 ,mm 十 1 色 完 全 图 K, 也 存在 单 色 三 角形 . 

证 明 : 设 K 的 结 点 为 Vi，V，…, Vi 考虑 从 Vi 出 发 的 各 条 边 ,共有 9 一 
1=(m 十 Dn 一 了 十 1 条, 现 将 这 些 边 涂 以 m 十 1 种 颜色 , 则 至 少 有 


[各 二 D@ 二 是 二 1 一 上 |+1 一 条 边 涂 的 是 同一 颜色 .不 妨 设 (Vi， Va), (Vi， 


六),，…，(WVi， Van) 这 nn 条 边 涂 的 都 是 第 m 十 1 种 颜色 . 考虑 K, 的 以 Va， 
Vs ，…，V,+) 为 结 点 的 子 图 天 

若 该 K, 中 存在 涂 有 第 m 十 1 种 颜色 的 边 CVi, Vj] (2 二 i 之 j 入 2 十 1D), 则 
全 ViViV) 就 是 m 十 1 色 完全 图 K。 的 一 个 单 色 三 角形 . 否则 ,该 K, 中 的 各 边 只 有 
m 种 颜色 ,由 题 设 可 知 ,该 K, 存在 单 色 三 角形 ,而 它 作 为 K。 的 一 个 子 图 , 它 的 单 
色 三 角形 当然 也 是 天 的 单 色 三 角形 , 即 命题 成 立 . 

该 定理 是 多 色 完 全 图 关于 单 色 三 角形 存在 性 的 一 个 推进 性 定理 . 作为 定理 
3. 8 的 一 个 应 用 ,我 们 能 很 容易 得 到 :因为 单 色 Ks 本 身 的 存在 性 (m 二 1, n == 3)， 
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根据 定理 3.8 知 , g = (mm 十 1)(m 一 1) 十 2 一 2X2 十 2 一 6, 从 而 可 推出 双色 Ks 
(m 二 2, n 二 6) 存在 单 色 三 角形 ,进而 又 可 推 知 9 一 (m 十 1D)(n 一 1 十 2 二 3X 
5 十 2 二 17, 即 三 色 Kv 存 在 单 色 三 角形 . 

例 19 有 17 位 科学 家 ,其 中 每 一 位 都 与 其 他 16 人 通信 ,他 们 在 通信 中 ,只 讨 
论 3 个 问题 ,而 每 两 人 之 间 只 讨论 其 中 一 个 问题 , 试 证 至 少 有 三 位 科学 家 相互 之 间 
讨论 的 是 同一 个 问题 . 

证 明 : 转化 为 数学 问题 .用 17 个 点 Vi,，V:,，…, Vu 表示 17 位 科学 家 . 因为 
每 两 位 科学 家 都 要 通信 ,相应 每 两 个 结 点 都 用 一 条 边 连 结 , 由 此 得 到 一 个 完全 图 
Ku ,用 三 种 颜色 表示 三 个 问题 , 若 两 位 科学 家 之 间 讨 论 的 是 第 ;个 问题 , 则 把 相 ， 
应 的 两 个 结 点 之 间 的 边 涂 上 第 i 种 颜色 (i = 1, 2，3), 由 此 进而 得 到 一 个 三 色 
完全 图 Ki; ,由 上 述 讨论 可 知 ,三 色 完 全 图 Kv 中 存在 单 色 三 角形 ,再 由 涂 色 方案 
可 知 , 该 单 色 三 角形 的 三 个 顶点 对 应 的 三 位 科学 家 相互 之 间 讨 论 的 是 同一 个 
问题 . 

例 20 平面 上 有 6 个 点 ,任何 3 点 都 是 不 等 边 三 角形 的 顶点 ,证 明 这 些 三 角 
形 中 有 一 个 三 角形 , 它 的 最 短 边 同 时 又 是 另 一 个 三 角形 的 最 长 边 . 

证 明 : 把 6 点 中 每 两 点 都 用 一 边 相 连 , 然 后 把 6 点 中 每 3 点 作为 顶点 的 所 有 
三 角形 中 的 最 长 边 涂 上 红色 ,其 余 的 边 均 涂 上 蓝 色 ,作出 一 个 双色 完全 图 Ke ,由 
定理 3.4 可 知 :该 双色 完全 图 Ks 中 存在 单 色 三 角形 ,由 形成 该 双色 完全 图 K。 
的 涂 色 方案 可 知 , 每 个 三 角形 中 至 少 有 一 条 红 边 . 因此 该 单 色 三 ee 
K3: ,而 它 的 最 短 边 因为 涂 的 是 红色 ,由 涂 色 方案 可 知 又 是 另 一 个 三 角形 的 最 
长 边 . 

例 21 在 平面 内 有 15 个 点 ,每 三 点 中 必 有 两 点 距离 小 于 1, 则 从 中 至 少 可 找 
到 8 个 点 ,它们 均 落 在 半径 为 1 的 一 个 圆 内 . 

证 明 : 任 选 一 点 A, 若 所 有 其 他 点 距离 A 均 小 于 1, 则 命题 已 得 证 ,否则 必 存 
在 另 一 点 B, 使 得 AB > 1, 构造 抽 层 : X= {A; | A:A 二 1}, Y={B;|B.,B<=1)， 
1 4.1+1B1=15. 而 [ 匡 二 +]+1==8, 所 以 至 少 可 找到 8 个 点 ,它们 均 落 在 半径 
为 1 的 一 个 圆 内 . 

例 22 平面 上 有 无 穷 多 个 点 ,其 中 任 三 点 中 两 点 距离 小 于 1, 则 存在 一 个 单位 


圆 , 圆 内 有 无 穷 多 个 点 . 
证 明 : 任 选 一 点 A, 若 所 有 其 他 点 到 A 的 距离 均 小 于 1， es 否则 
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必 存 在 另 一 点 也 ,使 得 AB > 1, 构造 抽 层 : X= {A; | A;:A 二 1}, Y= {Bi| 
BiB 一 1}, X UY 有 无 穷 多 个 点 , 则 X 有 无 穷 个 点 或 和 
成 立 . 


bm 


$3 映射 与 运算 


学 数学 几乎 每 天 都 要 接触 运算 ,在 小 学 我 们 运算 的 对 象 是 数 ,使 用 的 方法 是 
加 , 减 ,乘除 . 随 着 年 级 的 增高 我 们 发 现 ,代数 式 、 函 数 ,向 量 , 和 矩阵 ` 线 性 变换 等 看 
上 去 不 像 传统 数 的 事物 ,也 可 以 用 类 似 普通 计算 的 方法 来 加 以 运算 ,那么 到 底 什么 
是 数学 运算 ? 它 又 包括 哪些 ? 

数学 上 ,运算 是 一 种 行为 ,通过 已 知 量 的 可 能 的 组 合 , 获 得 新 的 量 . 运算 的 本 
质 是 集合 之 间 的 映射 . 

例如 ,算术 中 的 加 法 5 十 3 = 8, 这 里 5 和 3 是 输入 ,8 是 结果 ,而 加 号 “十 ”表明 
这 是 一 个 加 法 运算 . 本 质 上 是 A X B 一 C 形式 的 映射 . 下面 给 出 代数 运算 定义 : 

定义 36 设 A、B、D 为 集合 ,一 个 AXB 到 D 的 映射 叫做 AXB 到 DD 的 代 
数 运算 . 

例如 : A = {所 有 整数 }, B = {所 有 不 等 于 零 的 整数 }, D 二 {所 有 有 理 数 }. 
则 


xi(ay b> =axb, 


b 


是 一 个 AXB 到 DD 的 代数 运算 ,也 就 是 普通 的 除法 . 

AXB 到 DD 的 一 般 代数 运算 用 到 的 较 少 . 最 常用 的 代数 运算 是 AXA 到 A, 看 
下 一 个 定义 

定义 337 假如 x 是 一 个 AXA 到 A 的 代数 运算 ,我 们 就 说 ,集合 A 对 于 代 
数 运算 “x ”来 说 是 封闭 的 ,也 说 * 是 A 的 代数 运算 或 二 元 运算 . 

例如 : 

(1) 实数 的 加 法 \ 减 法 、 乘 法 是 R 的 代数 运算 . 

(2) 多 项 式 的 加 \ 减 、 乘 都 是 多 项 式 集 的 代数 运算 . 

(3) 三 维 空间 Rs 中 两 个 向 量 的 数量 积 是 从 R: X R? 一 R 的 代数 运算 ,而 向 量 
积 是 从 Rs X R’ 一 Rs 的 代数 运算 . 

除了 上 述 常见 的 运算 之 外 ,还 有 许多 其 他 的 运算 ,比如 开 根 运算 ,对 数 ,三 角 运 
算 , 反 三 角 运算 , 求 导 运 算 ,积分 运算 , 取 整 运算 等 等 . 这 些 运算 可 以 看 成 是 “ 算 子 ” 
的 作用 . 所 谓 算 子 ,可 以 看 成 是 作用 在 运算 元 素 上 的 函数 符号 . 比如 开 根 运算 的 算 
子 就 是 根 号 ,积分 运算 的 算 子 就 是 积分 号 . 

同样 的 我 们 也 可 以 把 排列 \ 组 合 运算 看 作 映 射 ,这 样 对 普遍 感到 比较 难 理解 的 
排列 组 合 由 于 换 了 一 个 角度 思考 也 许 会 比 原来 方便 . 
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在 第 二 章 中 我 们 提 到 函数 ,现在 研究 映射 ,它们 之 间 有 一 定 的 关系 . 映射 是 比 
函数 更 广泛 一 些 的 数学 概念 , 它 就 是 一 个 集合 到 另 一 个 集合 的 一 种 确定 的 对 应 关 
系 , 即 若 f 是 集合 A 到 集合 B 的 一 个 映射 ,那么 对 A 中 的 任何 一 个 元 素 a ,集合 B 
中 都 存在 唯一 的 元 素 5 与 4 对 应 ,我 们 称 a 是 原 像 , 5 是 像 . 写作 /: A 一 B, 元 素 
关系 就 是 6 一 f(a). 

映射 与 函数 不 尽 相同 ,相同 点 包括 :(1) 函 数 与 映射 都 是 两 个 非 空 集合 中 元 素 的 
对 应 关系 ;(2) 函 数 与 映射 的 对 应 都 具有 方向 性 ;(3)A 中 元 素 具有 任意 性 ,B 中 元 素 
具有 唯一 性 . 不 同 点 包括 :(1) 函数 是 一 种 特殊 的 映射 , 它 要 求 两 个 集合 中 的 元 素 必 
须 是 数 ,而 映射 中 两 个 集合 的 元 素 是 任意 的 数学 对 象 ;(2) 函数 是 包含 在 映射 里 的 . 

顺便 提 一 下 ,一 个 带 有 运算 的 集合 称 为 代数 系统 ,比如 抽象 代数 中 的 群 , 环 , 域 
都 是 代数 系统 . 


$4 作为 科学 方法 的 映射 观点 


4.1 关系 一 一 映射 一 一 反 演 

定岗 9 一 关系 一 映射 一 - 反 演 原则 简称 RMI 原则 . 

它 是 由 徐 利 治 先生 提出 的 ,其 结构 如 图 1 所 示 , 其 实 它 是 化 归 的 最 一 般 化 
描述 . 
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映射 / 
原 像 关 系 R 
1 


求 得 原 像 解 (>) 一， | 求 得 映像 解 *(x*) 
反 演 / 


图 1 
以 数 形 结合 为 例 ,其 关系 一 一 映射 一 一 反 演 的 结构 如 图 2 所 示 . 


代数 问题 | 几何 问题 | 


! 结论 几何 性 质 
解答 和 解答 


图 2 


me 


例 23 计算 :2.31: XV72. 
分 析 与 解 : 设 工 一 2.31 X 8723, 则 lgT 工 一 3lg 2.31 十 车 B 72 = 1.4623， 
工 = 28. 99, 此 题 关 系 一 一 映射 一 一 反 演 的 结构 如 图 3 所 示 . 


原 像 关 系 R 映像 关系 R* 
7=2.31’ x 73 lg7T=31g2.31+ 41872 


四 则 运算 


映射 / 


求 得 映像 
lg 7=1.4623 


图 3 


引起 重视 的 是 关系 一 一 映射 一 一 反 演 原 则 是 学 习 和 研究 数学 的 一 种 重要 方 
法 , 既 能 启发 解 题 思路 处 理 个 别 问题 ,又 可 用 来 指导 数学 发 现 ,在 理论 上 作出 重要 
贡献 . 数学 方法 有 不 同 的 层次 ,关系 一 一 映射 一 一 反 演 原则 是 高 层次 的 数学 方法 ， 
数学 模型 方法 , 数 形 结合 方法 、 同 解法 、 解 析 法 、 三 角 法 、 复 数 法 、 向 量 法 等 都 是 关 
系 一 一 映射 一 一 反 演 原则 在 不 同 层次 上 的 应 用 . 这 里 的 难点 是 映射 了 ,一 个 好 的 映 
射 才能 化 难为 易 , 化 繁 为 简 ; 另 一 个 难点 是 反 演 ,对 “ 像 ” 的 研究 结果 要 求 能 翻译 成 
“ 原 像 ” 的 结果 . 选择 了 时 应 注意 以 下 几 点 : 

(1) 8 应 该 是 可 定 映射 , 即 从 映像 关系 结构 R* 里 ,能 顺利 确定 未 定 目标 ,X 的 
映像 X* 二 /(z) 的 有 关 属 性 ,如 数量 ,形式 或 某 些 性 质 等 . 

(2) /应 是 可 逆 映 射 , 即 f 的 逆 映 射 必须 存在, 这样 才 能 将 X* 经 过 反 演 
回 到 X. 

(3) 了 应 具有 较 好 的 可 行 性 , 即 所 选取 的 映射 / 要 便于 由 R 确定 尺 *. 


4.2 中 学 中 常用 的 “关系 一 映射 一 一 反 演 ” 


4.2.1 换 元 法 (线性 代 换 、 对 数 、 三 角 、 复 变量 倒数、 根 式 等 ) 

例 24 解 方程 : xz* 一 zx 一 2 = 0. 

分 析 与 解 : 双 二 次 方程 , 令 y = xz?*, 则 原 方程 可 化 为 y 一 y 一 2 一 0, 解 得 
1 二 2, yz 一 一 1. 还 原 z 一 士 V》, 则 原 方程 解 为 zi 二 一 V2，, zz 二 V2, zs = i 
Zs 一 一 


例 25 在 复数 集 内 解 方程 6z: 十 5z 一 38z 十 5z 十 6 一 0. 
解 : 两 边 同 除 攻 得 6( 民 十 十 )+5(z 十 士 ) 一 38 二 0. 令 zx 十 二 二 y, 则 原 方 


es 
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程 可 化 为 6y 十 5? 一 50 一 0, 解 得 y 一 号 ,2 一 一 蔚 . 还 原 得 zl 一 2， zz 一世 ， 


Zs =— 3, zh = 一 二 
例 26 已 知 | f(t 一 z)dz 一 sin(z 一 DD, 求 f(z). 
解 : 令 i1 一 + = 二 u, 则 dz = d(t 一 局 . 


[ire zx)dz = 上 f (Wdu= sin(z’ —1), 
f(—z) = 3zzcos(zs 一 1)， 
f(x) = 3zzcos(z 十 1). 
例 27 已 知 Yi4 二 十 Vi4 一 x =4, 求 zx. 


解 : 令 VI4 干 z= 二 wu, YI4 一 二 v, 则 wu 十 v=4, w= 二 14 十 zx, 太 二 14 一 
IX, WW = 28, 


加 (w+)? = 丰 十 成 十 3w2v 十 3ww? 二 让 十 态 十 3w (wu 十 v) = 28 十 3uv X 4， 
即 名 二 28 十 12wwv，, wv = 3, 再 结合 上 面 的 x 十 一 4, 可 求 得 wx 一 3, v= 1 
和 ee 

YI4—z =1, 

3 解 得 x = 13. 


4.2.2 初等 变换 法 (对 称 变换 、 平 移 变换 、 旋 转变 换 等 ) 

例 28 如 图 4, 设 A、B 是 定 直线 i 同 侧 的 两 定点 ,在 
4 上 求 一 点 了, 使 AP 十 BP 最 短 . 

分 析 与 解 : 显然 只 要 找 A 点 关于 直线 1 的 对 称 点 A'， 
然后 连结 A'B, 则 A 与 1 的 交点 就 是 要 找 的 点 P. A 

4.2.3 简单 的 仿 射 变换 

在 仿 射 平面 中 , 双 曲 线 是 与 无 穷 远 直线 相交 的 椭圆 ,抛物 线 是 与 无 穷 远 直 线 相 
切 的 椭圆 ,而 椭圆 又 可 以 仿 射 变换 为 圆 . 因此 ,所 有 二 次 曲线 都 可 转化 为 圆 ,因而 就 
可 以 利用 圆 的 仿 射 性 质 来 解决 其 他 二 次 曲线 的 问题 . 下 面 介绍 简单 的 仿 射 变 
换 一 一 均匀 压缩 变换 (普罗 克 鲁 斯 蒂 ), 它 保持 了 仿 射 变换 的 所 有 不 变性 ( 保 同 素 
性 , 保 点 性 的 关联 性 ,保平 行 性 \ 保 共 线 的 线段 比例 和 保 面积 比 等 ). 另外 还 有 一 些 
新 的 性 质 . 


cn 


例 29 求 本 图 到 十 上 一 1 的 内 接 三 角形 面积 的 最 大 值 . 
解 , 利用 均匀 压缩 变 反方 法 


设 椭圆 二 译 5 十 区 一 1 的 内 接 三 角形 ABC 的 坐标 分 别 为 :ACzi，y )，B(Czz， 
2)，Clzs， ys), 作 压缩 变换 x 一 工 ，y 一 5 则 原 方程 可 化 为 z* 十 y? 一 


a 


人 (全 ,中 jz YD), B'( 吾 ， 当 )= (xy), C (要 ,办 )= (5, ys) 


五 1] 
, , b 
zl 3 1 Z 3 1 
| 1 
AABC 2 3 2|a b Zab | 之 32 
23 Hh 1 x y 1 
a 1 
a b 
Tz nu 1 
1 1 1 
= ,1 bS AB 
zx y 1 


即 SAAac 一 ap6SAwac。 
SAwwc 是 圆 内 接 三 角形 ,而 圆 内 接 三 角形 是 以 正三 角形 的 面积 为 最 大 , 即 
3 疡 一 2. 


(SAwsc )mx 一 


所 以 (Sane mer = ab(SAnuc)m — BMSab. 


读者 可 以 尝试 作 这 样 的 问题 ; 设 酉 加 到 十 世 一 1 的 面积 为 zab, 证 明 其 内 接 四 
边 形 面积 的 最 大 值 为 2a6 


4.2.4 数学 抽象 

例 30 求 方程 zz 十 zi 十 zs 十 zs 一 7 有 多 少 组 非 负 整数 解 . 

分 析 与 解 : 原 像 :方程 zi 十 zz 十 zs 十 zi 一 7; 像 :7 个 不 可 辨别 的 球 , 4 个 不 同 
的 盒子 ; 

映射 ;一 组 解 对 应 一 种 方法 反 演 :把 7 个 球 放 进 4 个 不 同 的 盒子 方法 数 . 


显然 有 Ch 一 也 汐 ? 闪 一 120( 种 ) 不 同 的 方法 ,所 以 该 方程 有 120 组 非 负 束 


eee。" 浊 |saam 
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数 解 . 

例 31 nn 个 点 VI, Vs,，…,V, 按 顺 序 排列 在 同一 条 直线 上 ,每 个 点 涂 上 红色 
或 蓝 色 . 如 果 相 邻 点 间 的 线段 ViVi+1 的 两 端 颜 色 不 同 ,我 们 把 它 称 为 标准 线段 . 已 
知 Vi 与 w 的 颜色 不 同 ,证 明 标 准 线段 的 个 数 一 定 是 奇数 . 

分 析 与 解 : 从 关系 一 一 映射 一 一 反 演 考虑 , 原 像 : 涂 成 红色 或 蓝 色 的 点 Vi， 


1, 当 V; 为 红色 ， 
Vo，…，V,; 映 射 :f; 像 : a; = f(V;) -| 
. ees 一 1, 当 V,; 为 蓝 色 . 
据 题 意 一 1 = ala, 一 alaga8…as ia = (aliaz)(azas)…(a-aar 1)Cao -ian)， 


aiait! 反 映 了 每 条 线段 的 赋值 . 如 果 其 中 标准 线段 的 条 数 为 & (kE€ N, 1 kn)， 
则 一 1 = (一 D*, 故 为 奇数 . 

反 演 :标准 线段 的 个 数 为 奇数 . 

例 32 〈 翻 杯子 问题 ) 桌 上 有 9 只 茶杯 , 杯 口 向 上 ,请 你 每 次 “翻转 ”其 中 任意 6 
只 杯子 ,使 其 杯 口 向 下 , 问 能 不 能 经 过 这 样 有 限 次 的 “翻转 ”后 ,使 9 只 杯子 全 部 口 
向 下 ? 如 果 能 ,请 说 出 你 的 思考 过 程 ;如 不 能 ,请 说 明理 由 . 

分 析 与 解 : 方法 一 :从 结果 来 说 不 能 . 这 题 可 以 从 数 的 奇偶 性 和 两 个 数 的 最 小 
公 倍数 进行 分 析 :(1) 要 使 9 个 杯子 口 全 部 向 下 ,最 少 每 只 杯子 “翻转 ?1 次 , 共 9 
次 ,或 者 每 个 杯子 “翻转 ”3 次 ，5 次 ,…, 能 使 9 个 杯子 口 向 下 ,而 9 的 奇数 倍 永远 
是 奇数 ;但 每 次 “翻转 ”6 只 ,不 管 “翻转 ”多 少 次 ,总 是 偶数 , 6 的 任何 倍数 都 是 偶 
数 ,永远 不 会 出 现 奇数 , 即 奇数 不 会 等 于 偶数 ,所 以 ,按照 题 中 要 求 ,是 不 可 能 使 9 
个 杯子 口 全 部 向 下 的 . (2) 从 两 个 数 的 最 小 公 倍数 考虑 :6 和 9 的 公 倍数 是 18 的 倍 
数 , 也 就 是 说 , 6 个 6 个 地 翻 ,每 只 杯子 翻 3 次 “翻转 ”总 次 数 18 次 ;9 个 9 个 地 
翻 ,每 只 杯子 翻 2 次 “翻转 "总 数 也 是 18 次 ,两 种 翻 法 翻 的 结果 相同 ,但 杯 口 向 上 ， 
不 可 能 出 现 杯 口 向 下 . 

方法 二 : 设 朝 上 为 1, 朝 下 为 一 1. 

初始 的 数值 :因为 9 个 杯 口 都 朝 上 , 则 1 十 1 十 … 十 1 一 9. 

目标 函数 :9 个 杯 口 都 朝 下 , 则 一 1 一 1 一 … 一 1 一 一 9. 


每 次 翻 六 个 > zi; = 6, 4, 2, 0, 一 2, 一 4, 一 6 (i 表示 第 i 个 杯子 , zx; E 
i=1 


{ 一 1，1}), 9 与 集合 {6, 4, 2, 0, 一 2， 一 4, 一 6} 中 的 任意 一 个 数 运算 都 不 会 为 
0, 即 9 十 对 夭 0( 其 中 zE {6, 4, 2, 0, 一 2, 一 4, 一 6}, 7 为 次 数 ,显然 为 自然 数 ) 

变换 一 下 上 面 的 问题 : 

(1) 若 换 成 9 个 杯子 ,每 次 翻转 5 个 ,若干 次 后 能 不 能 使 9 只 杯子 全 部 口 
向 下 ? 

(2) 若 换 成 10 个 杯子 ,每 次 翻转 6 个 ,若干 次 后 能 不 能 使 10 只 杯子 全 部 口 
向 下 ? 
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(3) 若 换 成 10 个 杯子 ,每 次 翻转 3 个 ,若干 次 后 能 不 能 使 10 只 杯子 全 部 口 
向 下 ? 
分 析 与 解 : (1) 问题 要 使 9 个 杯子 口 全 部 向 下 ,最少 每 只 杯子 “翻转 ?1 次 , 共 9 
次 ,或 者 每 个 杯子 “翻转 ”3 次 , 5 次 ,…… 能 使 9 个 杯子 口 向 下 ,而 9 的 奇数 倍 永远 
是 奇数 , 且 目 标 为 一 9; 每 次 “翻转 ”5 个 ,不 管 “翻转 ”多 少 次 ,总 是 奇数 ,5 的 奇数 倍 
是 奇数 ,可 以 出 现 奇数 . 成 功 ,具体 操作 为 : 
AAAAAAAAA 
BBBBBAAAA(1 次 ) 
BBAAABBAA(2 次 ), 即 BBBBAAAAA 
BBBBBBBBB(3 次 ). 


(2) 要 使 10 个 杯子 口 全 部 向 下 ,最 少 每 只 杯子 “翻转 ”1 次 , 共 10 次 ,或 者 每 个 
杯子 “翻转 ”3 次 ,5 次 …… 能 使 10 个 杯子 口 向 下 ,10 的 奇数 倍 是 偶数 , 且 目 标 为 
一 10. 每 次 翻 6 个 是 偶数 , 6 的 任何 倍数 都 是 偶数 ,所 以 可 以 成 功 . 具体 操作 为 ， 

AAAAAAAAAA 

BBBBBBAAAA(1 次 ) 

BBBBAABBBB(2 次 ), 即 BBBBBBBBAA 
BBBAAAAABA(3 次 ), 即 BBBBAAAAAA 
BBBBBBBBBB(4 次 ). 


(3) 要 使 10 个 杯子 口 全 部 向 下 ,最 少 每 只 杯子 “翻转 ”1 次 , 共 10 次 ,或 者 每 个 
杯子 “翻转 ”3 次 ,5 次 ,…… 能 使 10 个 杯子 口 向 下 ,10 的 奇数 倍 是 偶数 , 且 目标 为 
一 10. 每 次 翻 3 个 是 奇数 ,3 的 偶数 倍 是 偶数 ,所 以 可 以 成 功 . 具体 操作 为 : 

AAAAAAAAAA 

BBBAAAAAAA(1 次 ) 

BBBBBBAAAA(2 次) 
BBBBBABBAA, 即 BBBBBBBAAA(3 次 ) 
BBBBBBBBBB(4 次 ) 


这 其 中 一 般 的 规律 是 :有 A 只 杯子 ,全 部 口 向 上 ,每 一 次 翻动 B 只 杯子 , 当 A 
为 偶数 ,B 为 偶数 时 , 则 N 次 后 可 以 使 杯 口 全 部 朝 下 ; 当 A 为 偶数 ,B 为 奇数 时 , 则 
六 次 后 可 以 使 杯 口 全 部 朝 下 ; 当 A 为 奇数 ,B 为 偶数 时 , 则 不 可 以 使 全 部 杯 口 朝 
下 ; 当 A 为 奇数 ,B 为 奇数 时 , 则 N 次 后 可 以 使 全 部 杯 口 朝 下 . 总 而 言 之 , 当 BN 一 
A 一 偶数 成 立时 ,有 解 ,最 小 解 可 求 ; 反 之 无 解 . 

分 析 与 证 明 : 设 杯 口 朝 上 为 1, 杯 口 朝 下 为 一 1. 翻转 一 次 记 为 一 1( 因 为 无 论 从 
1 变 为 一 1, 还 是 一 1 变 为 1, 由 于 (一 1) X1 一 一 1, 1X (一 1) 一 1). 
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情形 1 :偶数 个 杯子 ,奇数 次 翻 


若 要 杯 口 朝 下 , 则 目标 函数 值 是 : (一 1)” 一 1; 翻 奇数 次 ,由 于 每 翻 一 次 为 
一 1, 故 (一 D)”” 二 一 1, 但 偶数 次 操作 后 , (一 1D)*" 二 一 1 可 以 变 为 1, 因 此 可 以 达 
到 目标 函数 值 1. 

情形 2: 偶 数 个 杯子 ,偶数 次 翻 

若 要 杯 口 朝 下 , 则 目标 函数 值 是 : (一 1)” = 1; 翻 偶数 次 ,由 于 每 翻 一 次 为 


一 1, 故 (一 1)* = 1, 因此 可 以 达到 目标 函数 值 1. 

情形 3: 奇 数 个 杯子 ,奇数 次 翻 

若 要 杯 口 朝 下 , 则 目标 函数 值 是 : (一 1)”"! = 一 1; 翻 奇数 次 ,由 于 每 翻 一 次 为 
一 1, 故 (一 1)*" = 一 1, 因 翻 奇数 次 可 以 达到 目标 函数 值 一 1. 

情形 4: 奇数 个 杯子 ,偶数 次 翻 . 

车 要 杯 口 朝 下 , 则 目标 函数 值 是 : (一 1)” = 一 1; 翻 偶数 次 ,由 于 每 翻 一 次 为 
一 1, 故 (一 1)* 二 1, 翻 奇数 次 后 仍 为 偶数 ,理由 (( 一 1)”)*" = 1; 偶数 次 后 当然 
也 是 1, 理由 (( 一 1)”)* 二 1. 所 以 任何 时 候 都 不 能 达到 目标 函数 值 一 1. 


4.2.5 母 杖 数 法 

母 函 数 方法 (生成 函数 方法 ) ,是 组 合 论 中 求解 计数 问题 的 重要 工具 之 一 ,尤其 
是 涉及 求解 某 些 排列 组 合 递 推 关系 等 问题 时 ,更 具 突 出 的 优越 性 . 母 函 数 方法 的 基 
本 思想 是 把 离散 数列 同形 式 徊 级 数 对 应 起 来 ,把 数列 间 的 关系 转化 成 竹 级 数 的 运 
算 关 系 , 达 到 由 震级 数 形式 来 确定 离散 数列 构造 的 目的 . 

定 关 8 外 设 {a}, 二 0,1,2,…,n 是 一 个 给 定 的 数列 ,如 果 它 恰好 是 某 
一 个 多 项 式 f(x) 的 系数 , 即 F(z) = ao 十 wz 十 … 十 anz” 就 称 /(x) 是 这 个 数列 
的 母 函 数 或 生成 函数 ,意思 是 这 个 数列 是 由 多 项 式 F(z) 产 生 的. 

例 33 假如 由 一 对 成 年 兔子 , 放 于 围栏 中 ,每 个 月 可 以 生 下 一 对 小 兔 ,而 小 免 
在 出 生 第 二 个 月 便 可 以 生 一 对 小 兔 , 问 这 样 一 年 后 围栏 中 共 可 多 出 多 少 对 兔子 ? 
《这 里 假定 每 产 一 对 兔子 必须 是 一 肉 一 雄 且 没有 死亡 ) 

分 析 与 解 : 对 于 7” 一 1, 2,，…, 令 书 表示 第 ”个 月 开始 时 兔子 的 对 数 . 显然 有 
FF 二 1, F; == 2. 在 第 个 月 的 开始 ,那些 第 一 1 个 月 已 经 在 围栏 中 的 兔子 仍然 
存在 ,而 且 每 对 在 第 "一 2 个 月 初 就 存在 的 兔子 将 在 第 一 1 个 月 生出 一 对 小 兔 ,所 
以 有 
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I 一 丰 - 十 F (过 3,m2EN)， 
Fl=1, F:=2. 


这 就 是 一 个 带 有 初 值 的 递 推 关系 ,如 果 规 定 F。 二 1, 则 上 述 关系 为 
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售 一 下 一 十 Fn 志 2,mEN)， 


Fo 一 1 已 一 1， 到 


满足 OD 式 的 数列 称 为 斐 波 那 契 数列 . 由 递 推 关 系 @ 可 以 推出 斐 波 那 契 数列 是 1，1， 
2,，3,，5,， 8, 13, 21, 34, 56, …. 从 就 可 以 知道 一 年 后 兔子 的 总 数 , 若 问 你 五 年 
后 兔子 的 总 数 呢 ? 如 仍 用 @ 递 推 就 显得 很 麻烦 . 这 时 我 们 可 以 利用 母 函 数 法 . 
由 定义 知 斐 波 那 契 数 列 Fo。，Fl ，F,…, 已, 的 母 函 数 为 F(z), 即 
f(z7) = Ft+FizrtFr tt Fr" +, 
zf (zr) For—PFr—— Fir —, 


Tf(z) =— Por’ —*— Fr +, 
把 三 式 相 加 ,得 
(1 一 z 一 她 )F(z) =B+R—F)zrt(F—P—F)r ++(F,—F, 
了 0 十 
所 以 (1 一 zx 一 xz?)f(zx) = 1， 
b 1 A B 
(z) = + 
fT Iz 1 1 11 后 ; 
1 十 V5 1 一 5 
2V5 2V5 
1 一 4 得 = 1 一 二 得 。 
1+y5 喇 (1+V ) :1—V5 1—V5 
2V5 2( ) 2V5 2( )= 
1 S15 1 S/S 
让 衬 (全 汪 ) *- 译 吕 吕 ) 
co Te 人 十 1 1 1 一 5 k+l 
Di Wve 
F, 1, 2, 
让 一 二 (1) -二 13) 
本 章 思 考题 


1. 请 从 映射 的 视角 解释 运算 . 
2. 从 1 到 2n 的 正 整数 中 任 取 nn 十 1 个 数 , 则 这 n 十 1 个 数 中 至 少 有 一 个 数 是 另 一 
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个 数 的 倍数 . 

。 某 考 生 备 考 时 间 37 天 , 据 他 过 去 的 经 验 最 多 需 复习 60 个 小 时 ,但 每 天 至 少 需 1 
小 时 . 求证 :无 论 怎 样 安排 ,他 必须 在 连续 的 若干 天 里 恰好 复习 13 小 时 . 

4. 空中 有 17 个 点 ,用 三 种 颜色 连结 , 试 证 :不 管 怎么 涂 , 总 存在 一 个 同色 三 角形 . 

.举例 说 明 利用 “关系 一 一 映射 一 一 反 演 ”思想 对 分 析 问 题 从 而 建立 数学 模型 的 
益处 . 

。 谈 谈 你 对 抽 屋 原理 教 或 学 的 认识 心得 或 经 验 . 
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第 四 章 数论 初步 


随 着 计算 机 科学 的 发 展 ,离散 数学 越 来 越 受到 关注 ,而 离散 数学 中 数论 占 了 较 
大 的 比例 ,数论 特别 是 初等 数论 由 于 与 中 小 学 数学 内 容 联系 紧密 ,又 与 一 些 智 力 竞 
赛 问题 相关 ,所 以 很 受 大 家 关注 ,下 面 我 们 先 介绍 一 些 数论 的 基本 概念 ,重点 介绍 
连接 初等 数学 与 大 学 数学 纽带 的 重要 知识 之 一 一 一 同 余 . 


8$1 整除 与 素数 


1.1 整除 


我 们 知道 整数 集 忆 对 除法 运算 不 一 定 封闭 , 即 任意 a, 5 E Z,65 天 0, 则 全 的 
结果 不 一 定 是 整数 ,一 般 情况 下 a 二 bq 十 r(0 壹 r 过 151), 其 中 g、r 为 整数 ,由 此 
我 们 得 到 下 面 的 定理 : 

本 到 杰 |( 带 余 除法 ) 设 <, 5e Z,5 关 0, 那么 存在 唯一 的 一 对 整数 g 与 ~， 
使 得 
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a=bg+r (0<r<|Ib1). O 
证 明 : 唯一 性 : 若 还 有 整数 9，9 与 一 满足 
a=gb+r, 0<r <Ibl, © 


不 妨 设 7 宇 r. 由 和 @ 得 : 0 之 一 r 过 151, 及 一 r= (gq 一 g)b， 

若 ~ 一 > 0, 则 可 得 到 151 过 一 r, 这 与 0 过 一 r 过 165 | 矛盾 . 所 以 必 有 
三 7, 从 而 gq 二 . 

存在 性 : 当 bla 时 ,可 取 g 一 入 ,7 一 0. 当 bta 时 ,考虑 集合 
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T= {a—kb | 有 一 0, 士 1, 士 2, …}， 


则 集合 工 中 必 有 正 整 数 ( 例 如 , 取 k = 一 2 | a | 四, 所 以 由 最 小 数 原理 知人 中 必 有 
一 个 最 小 正 整 数 , 设 为 二 a 一 kb 二 0, 则 必 有 二 151( 因 65+ta, 所 以 4 关 |61， 
车 4 二 1651, 则 二 一 151 二 0, 显然 ET, 4 二 wo, 这 与 的 最 小 性 矛盾 ， 
所 以 取 9 二 如 , -一 to 就 满足 要 求 了 . 

定义 41 设 a, bE Z, 如 果 存 在 YE Z, 使 得 < 一 09 (天 0) ,那么 就 说 a 
可 以 被 6 整除 , 记 作 bla, 且 称 a 是 5 的 倍数 , 5 是 a 的 约 数 . 

设 a,b, c,d,r,m, A,， LEZ, 由 定义 及 乘法 运算 的 性 质 ,立即 可 推出 整除 关 
系 有 下 面 性 质 

(Db |a=r = 0; 
Le 
alb, 
(3) c16,6|awc |a; 
| 


(4) | =m (Ca 十 0) 
寺 上 式 可 以 推广 到 有 限 个 . 
初 (5) d | a, d | b=>d | (a, b); 
营 。 (注意 :其 中 符号 (a, 表示 a, 6 的 最 大 公约 数 ,以 下 同 ) 
pe (ao b) =1, 
. (6) a | cs 
. alk, 
; (ww 从 一 1， 

(7)14a lec， >ab | ci 

ble, 


(8) Fi， 已 ，…， 书 两 两 互 素 , 则 这 ”个 数 互 素 . 注意 ,反之 不 一 定 . 
在 m (m 之 2) 个 相 邻 整数 中 有 且 只 有 一 个 数 能 被 m 整除 . 


1.2 素数 


定义 机 2 如果 大 于 1 的 整数 pp 恰 有 两 个 正 因数 1 与 p, 就 说 pp 是 素数 ;如 果 
正 整 数 有 多 于 两 个 的 正 因数 ,就 说 ”是 合 数 . 

根据 素数 的 性 质 以 及 整除 的 定义 ,马上 可 以 得 到 : 设 p 为 素数 , 则 要 么 pla, 要 
么 (jp, a) = 1 的 结论 . 

正 整 数 集合 可 以 按 素数 、 合 数 、1 来 分 类 , 即 被 分 成 三 类 : {1) ,素数 类 和 合 数 
类 . 素数 是 一 个 非常 重要 的 概念 , 它 在 数论 中 具有 相当 重要 的 作用 ,因此 它 的 性 质 
与 定理 受到 数学 家 的 极 大 关注 ,下 面 我 们 收集 了 有 关 素 数 的 一 些 重要 定理 ,有 的 给 
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出 证 明 , 有 的 因 篇 幅 关 系 略 去 , 感 兴趣 的 读者 可 参考 潘 承 洞 . 潘 承 彪 两 位 教授 所 著 
的 《初等 数论 》. 

大 于 1 的 整数 的 大 于 1 的 最 小 因数 是 素数 , 即 大 于 1 的 整数 至 
少 有 一 个 素 因数 . 

素数 有 无 限 多 个 . 

证 明 : 若 素 数 只 有 有 限 个 , 设 它 们 为 pi, Pr，…, Pus 令 4 王 pe…pr 十 1, 显 
然 a 是 大 于 1 的 整数 ,根据 定理 4. 3,a 有 素 因数 ,不 妨 设 它 为 p, 问 题 在 于 证 明 p 
不 能 是 p;，p:，…，p。 中 的 任何 一 个 . 事实 上 , 若 p 二 pr(lk 达 ), 则 p| 
Pipe…ps， 又 因为 pla( 理 由 :a 有 素 因数 p), 所 以 p11, 这 与 p 是 素数 矛盾 . 所 以 ， 
素数 有 无 限 多 个 . 

若是 合 数 , 则 nn 有 平方 不 大 于 n 的 素 因数 (每 个 合 数 n 至 少 有 
一 个 素 因 数 p 和 Vn). 

证 明 : 设 nn 二 ab, 1 二 a 三 b, 这 就 有 a? 三 ab 一 人 若 a 是 素数 ,结论 已 成 立 ; 
车 a 是 合 数 , 则 a 必 有 素 因数 , 设 为 p, 于 是 p*? 二 a? 过 n. 

若是 素数 , a; € Z, i 二 1,2,…,n, 思 | aaz…an, 则 思 整 除 蘑 
一 个 wi。 

证 明 : 反 证 若 p 不 整除 a1,p 不 整除 a2,，…, p 不 整除 a,, 则 (p, ai) 一 1， 
i 三 1，2,… ns 所 以 (p，alas*…a) 二 1, 这 与 plaras…a, 矛盾 ,所 以 ,p 整除 某 
一 个 ai。 

每 个 大 于 1 的 整数 ,都 可 以 唯一 地 分 解 成 素 因数 的 乘积 (不 计 因 
素 的 顺序 ). 

推论 大 于 1 的 整数 可 以 唯一 地 分 解 成 a 二 Ppo8…pr&h. (其 中 记 ， 
pr，…，pr 是 相 异 素数 , a; € Ni 一 1，2，…，A) 

因为 素数 有 很 特别 的 性 质 ,为 此 如 何 寻 找 素 数 就 成 了 当时 众多 数学 家 的 工作 ， 
其 中 最 有 代表 的 是 费 马 (Fermat，1601 一 1665)、 梅森 (M. Mersenne，1588 一 
1648) 、 欧 几 里 得 (Euclid of Alexandria, 约 公 元 前 330 一 公元 前 275) 等 ,他 们 研究 
的 成 果 有 : 

费 马 数 : 形 如 FF, = 2” 十 1 的 数 称 为 费 马 数 . 当 它 为 素数 时 称 为 费 马 素数 .已 经 
知道 当 n 一 0, 1, 2, 3, 4 时, 费 马 数 都 是 素数 ,但 当 一 5 时 为 合 数 . 到 1988 年 
时 .数学 家 已 经 知道 二 6, 7, …， 21 都 是 合 数 . 德国 一 位 业余 数学 爱好 者 用 计算 
机 经 过 50 天 的 运算 ,在 2005 年 2 月 18 日 发 现 迄 今 为 止 最 大 的 素数 25 ”55 一 1, 

梅森 数 : 形 如 M, 二 2" 一 1 (2 二 1) 的 数 称 为 梅森 数 ,其 中 是 素数 的 梅森 数 称 为 
梅森 素数 , 当 一 2, 3, 5, 7 时 上 述 均 为 梅森 素数 . 

关于 梅森 数 的 定理 : | 
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若 m 上 过 1, 且 w 一 1 是 素数 , 则 a 二 2, 且 n 是 素数 . 
该 定理 给 出 了 a” 一 1 是 素数 的 必要 条 件 . 这 个 条 件 非 充分 , 即 M, 是 素数 时 ,n 
必 是 素数 ,但 反 过 来 并 不 成 立 : 当 n 是 素数 时 ,M, 不 一 定 是 素数 . 
迄今 为 止 ,我 们 只 知道 34 个 梅森 数 是 素数 ,它们 是 M, ,其 中 
p=2,3,5,7,13,17,19,31,61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 
3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11 231,19 937, 21 701, 23 209, 44 497， 
86 243, 110 503, 132 049, 216 091, 756 839, 858 433, 1 257 787. 
欧 几 里 得 数 :把 形 如 P* 十 1 的 数 称 为 欧 几 里 得 数 (其 中 p 为 素数 ,P+ 表示 所 
有 小 于 等 于 p 的 素数 的 乘积 ). 
以 下 列举 的 欧 几 里 得 数 是 素数 : 
如 2* 十 1] ==2 十 1 = 3， 
3# 十 1 = 二 2X3 十 1=7， 
5# 十 1 二 2X3X5+1= 31， 


7++1=2X3X5X7+1=211, 

由 11* 二 1 一 2X3X5X7X1l 十 1 = 2311. 

2 但 下 面 不 是 素数 

= 13* +1=2X3X5X7X1lX13+1= 30031= 59X509 

9 17* +1=2X3X5X7xX11X13Xx17+1= 510511 = 19X97 X277, 

1 19* +1=2X3X5X7X11X13X17X19+1= 9699691 = 347X27953. 
车 m 的 标准 分 解 式 为 m 二 如 2…pr， 则 m 的 一 切 正 因数 的 个 

数 为 


tm) = [[ (ai+ 1). 
4 


相 邻 质数 的 距离 (1 个 距离 指 相 邻 两 个 自然 数 的 间隔 ,例如 3 与 
5 距离 为 2) 要 多 大 有 多 大 . 

通过 上 面 的 整理 可 以 发 现 虽然 众多 数学 家 为 寻找 素数 的 规律 花费 了 很 多 心 
血 ,但 总 是 没有 得 到 理想 的 结论 ,也 就 是 说 自然 数列 中 素数 的 分 布 是 漫 无 规则 的 ， 
至 今 谁 也 找 不 到 表示 素数 的 一 般 公式 . 值得 注意 的 是 ,在 自然 数列 中 ,素数 确实 是 
微乎其微. 与 素数 有 关 的 一 个 著名 猜想 一 哥 德 巴赫 (Goldbach) 猜 想 : 

每 个 大 于 4 的 偶数 (每 个 不 小 于 6 的 偶数 ) ,都 是 二 个 奇 素数 之 和 ; 

每 个 大 于 7 的 奇数 (每 个 不 小 于 9 的 奇数 ) ,都 是 三 个 奇 素数 之 和 . 


me 


一 个 很 有 趣 的 结论 :任何 大 于 3 的 素数 都 可 以 表示 成 6n 十 1 或 6n 一 1 形式 的 
数 , 反之 能 表示 成 6n 十 1 或 6n 一 1 形式 的 数 ,不 一 定 都 是 素数 . 


$2 司 余 


11, 111, 1111, … 中 是 否 存在 平方 数 ? 已 知 N 二 13zy45z, 能 被 792 整除 , 试 
求 zx，y， >z. 面 对 这 样 的 问题 ,我 们 该 如 何 下 手 呢 ? 通过 本 章 的 学 习 , 相 信 你 一 定 能 
找到 答案 

整数 可 以 分 成 奇数 与 偶数 两 部 分 ,奇数 可 以 表达 为 2k 十 1 (k € Z) 的 形式 ,而 
偶数 可 以 表达 为 2k (k € Z) 的 形式 . 也 就 是 说 ,如 果 以 2 为 基准 ,可 以 把 整数 分 成 
两 大 类 ,一 部 分 中 的 所 有 整数 被 2 除 ,所 得 的 余数 为 1; 另 一 部 分 的 所 有 整数 被 2 
除 , 所 得 的 余数 为 0. 实际 上 就 是 给 出 了 一 种 等 价 关系 , 它 把 整数 分 成 了 两 大 等 价 
类 . 在 我 们 的 生活 中 ,可 以 见 到 许多 类 似 的 现象 . 如 何 认 识 一 般 情况 中 的 数量 关系 
与 规律 呢 ? 这 就 是 本 章 所 要 叙述 的 主要 内 容 . 

我 国 古 代 的 (孙子 算 经 ) 中 提 到 韩信 和 点 兵 的 算 题 :“ 今 有 物 不 知 其 数 ,三 三 数 之 
剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几何 ?” 

这 是 一 个 关于 求解 一 般 同 余 式 组 + 圭 a(mod 3) 圭 b(mod 5) 三 cl(mod 7) 的 问 
题 ,可 以 发 现 她 的 解 为 x 二 70a 十 216 十 15c(mod 105). 这 个 解法 ,在 我 国明 朝 程 大 
位 《算法 统 宗 》(1593 年 ) 里 有 一 首 歌 : 

三 人 同行 七 十 稀 , 五 树 梅花 廿 一 枝 ,七 子 团 圆 正月 半 , 除 百 零 五 便 得 知 . 

( 译 :3 个 人 共同 走路 ,其 中 有 70 岁 以 上 的 老年 人 的 可 能 性 很 少 ;5 棵 梅花 树 总 
共 21 支 ,7 个 孩子 当 正月 15 日 时 在 家 中 团圆 ,把 105 的 某 个 倍数 减 去 ,就 得 到 
答案 . ) 

但 对 于 70, 21, 15 是 怎么 来 的 , 却 没有 明确 的 解说 . 公元 1247 年 ,南宋 数学 家 
秦 九 韶 在 ( 数 书 九 章 }》 中 创造 了 一 种 著名 的 方法 “大 衍 求 一 本 ”, 使 孙子 问题 有 了 一 
个 一 般 的 解法 . 在 西方 , 欧 拉 、 拉 格 朗 日 .高 斯 等 对 此 问题 都 作 过 系统 研究 ,高 斯 在 
《算术 探究 ?中 也 明确 地 得 出 了 这 个 问题 的 解法 ,并 命名 为 “高 斯 定理 ” 但 这 已 经 在 
秦 九 韶 之 后 500 多 年 了 ,如 果 与 (孙子 算 经 ) 比 , 则 要 晚 1500 多 年 ! 公元 1852 年 ， 
英国 基督 教士 伟 烈 亚 力 将 “ 物 不 知 数 ” 题 介绍 到 西方 ,人 们 发 现 它 符合 高 斯 定理 , 俗 
称 “ 中 国 剩余 定理 ”, 该 定理 至 今 仍 闻名 海外 . (参阅 周 春 荔 《数论 初步 》) 

同 余 概念 在 初等 数论 有 着 重要 的 作用 ,国外 有 的 教科 书 中 以 “时 钟 数学 ”的 形 
式 出 现 . 事实 上 ,在 现实 生活 中 ,我 们 关心 的 往往 不 是 某 些 整数 本 身 , 而 是 这 些 数 
用 某 一 固定 的 数 去 除 所 得 的 余数 . 例如 :火车 晚上 6 点 钟 开 , 经 过 14 小 时 就 能 到 
达 北 京 , 问 究竟 几 点 到 北京 ? 答案 不 是 18 十 14 = 32 点 到 达 , 而 是 明天 清晨 8 点 到 
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达 . 这 是 因为 32 二 1X24 十 8. 这 里 ,我 们 关心 的 不 是 32 被 24 所 除 而 得 的 商 数 1， 
而 是 关心 被 24 除 所 得 的 余数 8. 对 24 而 言 , 32 和 8 的 余数 是 相同 的 ,这 是 一 个 最 
简单 的 同 余 问题 . 生活 中 此 类 周而复始 的 问题 比比 皆 是 ,例如 一 周 有 7 天 ,年 龄 的 
属相 有 12 个 ,等 等 . 


2.1 同 余 的 概念 与 性 质 


定义 条 8 设 m 关 0, 车 m| (a 一 外 , 即 a 一 b= mk，, 则 称 m 为 模 ,a 同 余 于 
b 模 m, 记 作 a 三 6b(mod m). 

注 :a 同 余 于 6 模 m 的 充 要 条 件 是 a 和 4b 被 m 除 后 所 得 的 最 小 非 负 余数 相等 ， 
即 车 


a= qm+n, 0<n<m, 
b= qmtitr, Or <m, 
则 n=. 
利用 同 余 的 定义 和 整除 的 有 关 性 质 ,我 们 可 以 得 到 同 余 的 一 系列 性 质 : 
等 价 性 质 :根据 等 价 关系 的 三 个 特征 一 一 自 反 性 、 对 称 性 .传递 性 , 易 证 同 余 具 
有 这 些 性 质 ,从 而 得 到 证 明 同 余 是 一 种 等 价 关 系 , 利 用 等 价 关系 可 以 对 某 个 集合 
分 类 . 
运算 性 质 : 
(1) 如 果 a 三 b(mod m),c 三 d(mod mm) ,那么 他 们 的 加 \ 减 ,乘积 和 乘 方 也 是 
同 余 的 , 即 
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Q& 十 < 三 0 十 dCmod m), 
4& 一 < 三 0 一 dmod m), 
ad = bd (mod m). 
利用 定义 易 证 ,并 可 推广 到 这 2. 
(2) o = cb(modm), (c, m) = d, 则 a 三 6(mod 好 ). 
(3) a = cb(mod m), (c, m) = 1, 则 a b(mod m). 
(4) 车 a 三 bl(mod m), d | m, 则 a 三 b(mod d). 
(5) 若 普 三 1，(a, m) 二 1, 则 存在 c, 使 得 ca 二 1(mod mm). 
(6) a 三 pmod ma)，c 三 dmod mm), 则 ar 十 yc 三 好 十 dymod m) (z， 
YE Z). 
以 上 所 列 出 的 每 一 个 性 质 都 很 简单 ,但 都 非常 重要 . 下 面 举 例 说 明 如 何 应 用 同 
余 的 概念 和 基本 性 质 简捷 地 处 理 某 些 整除 问题 . 
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2.2 应 用 一 


例 1 今天 是 星期 四 , 问 10'” 天 后 是 星期 几 ? 

解 : 因为 10 三 3(Cmod 7), 所 以 10 和 33(mod 7), 又 27 三 一 1(mod 7)， 即 
10 三 一 1(mod 7), 所 以 (103)2 和 (一 1D): 一 1(mod 7), 即 10 = 1(mod 7). 

所 以 10im 一 10paer 二 (105)'% X10 二 1% X10 二 3 二 4(mod7). 

所 以 10”” 天 后 是 星期 一 . 

在 同 余 的 基本 问题 中 , 先 求 出 与 士 1 同 余 的 数 是 一 种 常用 的 技巧 . 

例 2 求 33 除 222 的 余数 . 

解 : 因为 25 = 32 = 一 1(mod 33), (25)? 二 (一 1)? = 1(mod 33)， 

所 以 22%3 一 (20)20 X23 二 1 X 2: = 8(mod 33). 

例 3 求 8 除 7”1 一 1 的 余数 . 

解 : 因为 7 二 一 1(mod 8), 则 7 二 (一 D*”*1 一 一 1Cmod 8), 所 以 7241 一 
1 三 一 2 三 6(mod 8). 

例 4 求 20032? 的 个 位 数 ? 

解 : 因为 2003 三 3(mod 10), 3: 三 9 三 一 1(mod 10), 3 三 1(mod 10), 所 以 
2003” = 20034xsot2 = 1 X 2003? 三 3: = 9(mod 10). 

例 5 设 N 是正 整数 ,M 是 NN 的 各 个 数位 上 的 数码 和 ,求证 : N 三 
MCmod 9). 

证 明 : 设 N 一 Casao 

一 as X10" 十 ao- X10 一 十 … 十 aa X10 十 ao， 

M 一 a 十 ai 十 … 十 ai 十 ao， 

N 一 M= ww(10 一 1) 十 ai(10 一 一 1) 十 … 十 aa(10 一 1) 二 0(mod 9)， 

即 N = MCmod 9). 

这 是 十 进 制 数 的 一 个 特有 的 性 质 , 人 们 常常 用 此 法 检验 正 整数 算术 运算 结果 
的 正确 性 , 称 为 弃 9 法 . 例如, 845 X 372 = 315 340, 以 () 表 示 正 整数 的 数码 和 . 验 
算 : 因 为 845 X 372 三 (17) X (12) 二 8X 3 三 6(mod 9), 另 一 方面 ，315 340 三 
(16) 三 7(mod 9), 故 运算 有 错误 . 正解 845 X 372 二 314 340. 

有 了 以 上 这 些 准备 工作 ,现在 就 可 以 来 回答 本 节 一 开始 提出 的 两 个 问题 ,首先 
回答 第 一 个 问题 : 

分 析 : 当 需 要 用 穷 举 法 解决 问题 时 ,对 象 只 能 是 有 穷 个 ;如果 对 象 为 无 穷 个 ， 
而 对 模 数 请 同 余 的 数 又 具有 相同 性 质 , 则 可 把 对 象 分 别 按 余数 是 0，1，…，(z 一 
了 ) 分 成 类 ,再 进行 穷 举 , 便 可 使 问题 大 大 简化 . 对 于 有 些 问 题 , 如 十 进 制 的 数字 
和 的 性 质 ,对 模 数 p( 如 p 二 9) 同 余 的 数 保持 不 变 ,用 同 余 解 题 是 很 自然 的 ,特别 
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在 同 余 中 很 重要 的 是 p = 2 的 情形 , 按 模 2 划分 同 余 类 ,实际 上 就 是 通常 的 奇偶 
数 ,奇偶 性 分 析 有 着 十 分 广泛 的 用 途 . 
正 整数 可 以 分 为 偶数 与 奇数 ,而 偶数 的 平方 是 4 的 倍数 , 即 (2n)? 二 0(mod 
4). 奇数 的 平方 (2 十 1): 一 4z2 十 42 十 1 1(mod 4). 因此 平方 数 关于 模 4 同 余 
0 或 1, 即 关于 模 4 同 余 2 或 3 的 数 一 定 不 是 平方 数 . 
11 = 3(mod 4)， 
111 = 100+11 三 11=3Cmod 4)， 


11…11 三 11 三 3Cmod 4)， 


因此 11，111, … 都 不 是 平方 数 . 
其 次 回答 第 二 个 问题 :已 知 N = 13zy45, 能 被 792 整除 , 求 zx、> 和 >. 
分 析 : 因为 N 能 被 792 整除 ,而 792 = 8X9X11, 因此 8|N, 而 能 被 8 整除 的 
数 只 要 后 三 位 数 能 被 8 整除 即 可 , 即 8145z, 故 z = 6. 又 因为 9|N, 由 例 5 知 只 要 
高 数码 和 能 被 9 整除 即 可 , 9 | (19 十 z 十 y), 故 zx 十 y 一 8 或 zx 十 y = 17; 又 因为 
是 11|NN, 我 们 知道 一 个 整数 能 被 11 整除 的 充 要 条 件 是 它 的 奇数 位 上 的 数码 和 与 偶 
数位 上 的 数码 和 之 差 能 被 11 整除 ,所 以 得 到 11|(3 十 x 一 y), 故 xz 一 y 二 8 或 x 一 
初 y = 一 3, 这 样 ,可 得 x+、y 的 四 组 方程 组 : 


人 Zz 十 y 一 17， |z 十 y 一 17， 


下 才 


或 或 


一 7 一 8 一 ?一 一 3 zx 一 > 一 8 Z 一 ?一 一 3， 
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符合 题 意 的 解 为 : 必 过 上 即 该 数 N 一 1 380 456. 
y= Os 
例 6 证 明 方程 x' 十 y 十 2 = 5z 无 整数 解 . 
分 析 : 若 有 整数 解 , 则 z' 十 y' 十 2 应 是 5 的 倍数 , 故 只 需 看 x' 十 y' 十 2 是 否 能 
被 5 整除 , 即 证 明 x 十 y' 十 2 志 0(mod 5). 
证 明 : 对 整数 集合 Z 的 任意 工 来 说 , z+ 三 0, 1, 2, 3, 4(mod 5), 那么 
zx: 三 0, 1, 4, 9, 16(mod 5) = 0, 1, 4(mod 5)， 
xz 三 0, 1, 16(mod 5) = 0, 1(mod 5). 
对 整数 集合 Z 内 的 任意 来 说 ,和 工 有 同样 的 结果 ,所 以 
z+ 三 0, 1, 2(mod 5), zx! 十 y! 十 2 三 2, 3, 4(mod 5)， 
我 们 知道 若 xz! 十 y' 十 2 能 被 5 整除 , 则 xz! 十 y 十 2 三 0Cmod 5). 现在 为 2, 3, 4， 
所 以 zx! 十 x 十 2 二 5z 无 整数 解 . 
例 7 2008” 的 个 位 数字 是 多 少 ? 
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解 : 因为 2008 三 8(mod 10), 而 
8 三 8 (mod 10)， 
8: = 64 = 4(mod 10)， 
8 = 512=2(mod 10)， 
8 = (8’)? = 6(mod 10)， 
8 = 8 X 8 = 8(mod 10)， 
8 一 (8) = 4(mod 10)， 
8’ = 8 Xx 8 = 2(mod 10), 
8 = (8:)? = 6(mod 10)， 


由 此 可 知 ，8" 的 个 位 数字 是 8, 4, 2, 6, 周 期 为 4 循环 出 现 . 
2008 二 4 二 502, 正好 除 尽 ,所 以 2008”” 的 个 位 数字 为 6. 
例 8 证 明 每 一 个 整数 z 至 少 满足 下 列 同 余 式 中 的 一 个 : 
ZX 三 0(mod 2), zx 三 0(mod 3), z+ 三 1(mod 4)， 
三 5(mod 6), zr 三 7(mod 12). 
证 明 : 思想 方法 ,每 个 整数 分 成 偶数 与 奇数 考虑 . 
(1) 偶数 的 情况 :因为 偶数 能 被 2 整除 ,所 以 全 体 偶数 满足 同 余 方程 x 三 
0Cmod 2). 
(2) 剩 下 只 需 考虑 全 部 奇数 是 否 满足 其 余 的 4 个 同 余 式 即 可 ,因为 其 余 的 同 
余 式 的 模 分 别 为 3，4，6，12, 它 们 的 最 小 公 倍数 为 12, 可 按 模 12 将 全 体 整 数 分 为 
被 12 除 后 余数 分 别 为 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 十 二 类 ,而 其 中 奇数 分 
为 1, 3, 5, 7, 9, 11 六 类 ， 
[1]={n€Z|n=12g+1), 
[3]={n€Z|n= 12g+3), 
[5]= {n€Z|n= 12g+5}, 
[7]={n€Z|n= 12g+7}, 
[9]={n€Z|n= 12g+9)}, 
[11]={n€Z|n= 12g+11). 
下 面 先 看 被 12 除 后 余数 为 1 的 类 即 [1]. 
(Dz 三 1(mod 4) 即 4|(z 一 1), 若 z= 二 12g 十 1, 则 12g 十 1 一 1 = 12g, 显然 


*ee0@ 叶 当 苇 举 其 孟 问 


EY 
Oeoee. 而 


4|112q, 所 以 这 一 类 奇数 满足 x 三 1(mod 4), 同 理 ,12g 十 5 这 类 奇数 也 满足 . 

(2) 工 三 0(mod 3) 即 3|z, 若 zx == 12g 十 3, 显然 3112g 十 3, 12g 十 3 这 一 类 
奇数 满足 即 x 三 0(mod 3). 同 理 ,12g 十 9 这 类 奇数 也 满足 . 

(3) zx 二 5(mod 6) 即 6lx 一 5, 若 z= 12g 十 11, 则 zx 一 5 = 12q 十 11 一 5 = 
12g 十 6, 显然 6 | 12g 十 6, 12g 十 11 这 一 类 奇数 满足 即 x 二 5Cmod 6). 

(4)zr 三 7(mod 12) 即 12 | (z 一 7), 若 zx= 12g 十 7, 则 z 一 7= 12g 十 7 一 
7 = 12g, 显然 12112g, 故 12g 十 7 这 类 奇数 满足 即 zx 圭 7(mod 12). 

综 上 所 述 , 全 体 奇 数 分 别 进入 四 个 类 中 . 

例 9 证 明 三 个 连续 整数 的 偶 次 方 之 和 ,不 可 能 是 一 个 整数 的 偶 次 方 . 

证 明 : 设 三 个 连续 的 整数 为 & 一 1, A, & 十 1, 他 们 的 偶 次 方 之 和 为 (一 1)* 十 
必 十 (十 1)"，, 其 中 a, 6，c 为 已 知 的 偶数 . 由 于 没有 说 平方 ,而 是 偶 次 方 ,没有 具 
体 的 方 次 很 难 计算 ,但 又 想 知道 这 类 偶 次 方 的 粗略 计算 ,用 同 余 方法 就 可 以 达到 这 
样 的 目的 . 

整数 以 3 为 模 分 类 可 以 分 成 三 类 : [0] = {3k}，[1] = {3k 十 1}, [2] 一 {3k 十 
2}, 在 这 样 分 类 的 情况 下 连续 的 三 个 整数 可 以 写成 3k&, 3k& 十 1，3k 十 2. 

因为 3 三 0(mod 3), 则 (3k)* 三 0(mod 3) (a 为 偶数 ). 同 理 34 十 1 三 
1(mod 3), 则 (34 十 1) 三 1 三 1(mod 3) (为 偶数 ), 3k 十 2 三 2 三 一 1(mod 3)， 
则 (3& 十 2 三 (一 1 二 1(mod 3)(c 为 偶数 ) ,它们 的 偶 次 方 之 和 为 (3k)* 十 
(3k& 十 1)* 十 (3k 十 2)* 三 2(mod 3), 即 三 个 连续 的 偶 次 方 之 和 被 3 除 后 余 2; 另 外 
任何 一 个 整数 以 模 3 分 类 3k、3k 十 1 或 3k 十 2 三 者 必 具 其 一 ,但 他 们 偶 次 方 后 从 
上 面 可 知 不 是 0 就 是 1, 不 可 能 是 2, 因 此 命题 得 证 . 

例 10 设 记 为 素数 , 且 p 3，, 则 对 任意 的 整数 a, b, 有 ab? 一 如” 三 
0(mod6p). 

分 析 : 由 指数 素数 想到 费 马 同 余 公 式 (b? 二 b(mod p)). 

证 明 : 由 费 马公 式 得 到 br 三 b(mod p), 即 pl1(b* 一 b). 又 因为 6 | (6b? 一 5b)， 
(6, p) 一 1, 所 以 6p1(5 一 耻 , 即 一 6b 三 0(mod 6p), 显然 
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albr —b) = 0(mod 6p). 0 


(证 明 6 整除 (5? 一 5): 因 为 一 b 二 b(br" 一 1) b((B)T —1) = 6 


DEE) 十 … 十 1] 二 6(6 十 1) (6 一 DD[…], 根据 三 个 连续 自然 数 之 积 能 被 6 整 
除 ,所 以 61 (5? 一 b). ) 

同 理 有 a? 三 almod p), 即 pj(a? 一 a); 又 因为 61 (a? 一 a), (6, p) 二 1, 所 
以 6pl(a? 一 a), 即 a? 一 a 三 0(mod 6p), 显然 


bla? —a) = 0(mod 6p). © 


m000 
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@ 一 @ 得 
ab? 一 ba = 0(mod 6p). 
例 11 把 4444““ 写 成 十 进 制 数 时 , 它 的 数码 和 是 A,A 的 数码 和 是 B, 求 B 
的 数码 和 . 
解 : 设 N == 444444 , 则 
444444 < (105)44 = 10229， 
即 N 二 10*2, 故 NN 的 数码 不 超过 22 220 个 . 
又 因为 每 个 数码 过 9, A 二 22220X9 二 199 980, 则 A 的 数码 和 二 9X6 二 54. 
据 条 件 B= A 的 数码 和 ,而 A 的 数码 和 小 于 54, 即 B 二 54. 在 小 于 54 的 正 整 
数 中 ,数码 和 最 大 的 数 是 49, 它 的 数码 和 是 13. 
因为 在 十 进 制 数 中 , 任 一 个 正 整 数 对 模 9 与 其 数码 和 同 余 ,不 妨 令 B 的 数码 
和 为 C, 则 N 三 A 三 B= C(mod 9)， 
4444 一 9X493 十 7， 
4444 三 7(mod 9)， 
7 三 1(mod 9) (关键 )， 
4444 二 3X1481 十 1， 
444444 二 744 二 (73)!9 X77 二 1X7(mod 9)， 
故 C 三 7(mod 9), 又 因为 C<13,C 一 7 是 召 的 数码 和 . 
例 12 设 f(z) 是 关于 zz 的 整 式 , 当 f(z) 被 z 一 1 除 时 余 2, 被 zx 一 3 除 时 余 4， 
求 FCz) 被 (z 一 1)(z 一 3) 除 时 所 得 的 余 . 
解 : 因为 f(x) =gi(Cz)(z 一 1) 十 2，F(z) 一 qz(Cz)(Cz 一 3) 十 4, 即 FG) 一 2， 
f(3) 一 4. 
设 F(z) = ga(z)(z 一 D(z 一 3) 十 r(z), 则 r(z) = az 十 b, 从 而 
f(z) = q(xz)(z—1)(r—3)+ar+tbh. 
2=f(1) =ax1+6b, 
4 一 (3) =aX3+6, 
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解 得 a = 二 1,5=1. 

故 r(z) 一 工 十 1. 

例 13 如 何 求 6 被 17 除 的 余数 ? 

分 析 : 即 求 6” 三 ?(mod 17), 当然 我 们 可 以 用 前 面 的 探究 法 ,但 比较 花费 时 
间 , 因 此 这 里 我 们 再 介绍 一 种 新 的 方法 , 即 利用 欧 拉 定理 来 解决 . 为 了 证 明 欧 拉 定 
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理 , 需 要 作 一 些 铺垫 工作 一 一 介绍 完全 剩余 系 与 简约 剩余 系 的 概念 和 相关 性 质 . 


8$3 完全 剩余 系 与 简化 剩余 系 


3.1 完全 剩余 系 


定义 和 以 正 整数 m 为 模 , 则 任何 整数 必 与 0, 1，2, …, m 一 1 之 一 同 余 ， 
全 体 整数 被 分 成 m 类 ,形成 m 个 以 m 为 模 的 不 同 的 剩余 类 ,a 所 在 的 剩余 类 用 a 来 
表示 . 从 每 一 类 中 取出 一 个 数 为 代表 如 0， 1，2，3，…，, m 一 1, 则 这 m 个 数 构成 一 
个 以 m 为 模 的 完全 剩余 系 . 

比如 以 6 为 模 , 则 12, 一 5, 2, 9, 一 8, 17 是 一 个 完全 剩余 系 . 因为 12 € 0， 
—5€1,2€2,9€3,—8€4,17€5. 

& 个 整数 a，a ，…， ax 构成 模 m 的 完全 剩余 系 的 充 要 条 件 是 
& 一 m, 且 这 个 数 对 模 m 两 两 不 同 余 . 

证 明 : 设 给 定 &A 个 整数 ai ，a ，…，ax 构成 模 wm 的 完全 剩余 系 , 所 以 上 一 m， 
由 定义 知 其 中 任 两 数 都 不 在 同一 个 剩余 类 中 , 则 a; 半 aj(mod m)，, 即 两 两 对 模 m 
不 同 余 . 

反之 , 若 a1，as，…， ak 两 两 对 模 m 不 同 余 , 则 它们 分 别 属于 相 异 的 剩余 类 
中 ,又 因为 &= m, 所 以 这 上 个 数 构成 模 m 的 完全 剩余 系 . 

车 Zz ， Zz，…， zn 构成 模 m 的 完全 剩余 系 , 且 (a, m) = 1, bE 
Z, 则 azi 十 b, azz 十 b,，…，azxm 十 b 也 是 模 m 的 完全 剩余 系 . 

证 明 : 据 定理 4. 11 只 要 证 当 i 关 j (i, 一 1,， 2,…, mm) 时 , azi 十 b 半 azj 十 
bl(mod m). 

车 azi 十 6 三 azj 十 b《mod m), 则 az; 三 arj(mod rm), 又 因为 (a, m) 一 1, 所 
以 zi 三 zj(mod m)，, 这 与 zi ,Xs，…，, x4 是 模 m 的 完全 剩余 系 矛 盾 , 故 结论 成 立 . 

比如 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 是 模 8 的 完全 剩余 系 , 令 a 一 5, 0 一 2, 那 么 2, 7， 
12, 17, 22, 27，32，37 也 是 模 8 的 完全 剩余 系 . 


3.2 简化 剩余 系 


证 多 和 8 设 ce N, 不 大 于 a 且 与 4 互 素 的 正 整数 个 数 称 为 欧 拉 函 数 , 记 为 
92(a). 特别 地 ,规定 pg(1) 一 1. 

比如 8(7) = 6, 这 是 因为 在 小 于 7 的 整数 1, 2，3,，4，5, 6 中 与 7 互 素 的 有 
1，2,，3，4，5, 6, 共 6 个 . 


*e@@ @ 芋 涟 并 当下 才 油 汉 双 


me 09 


9(8) 一 4, 这 是 因为 在 小 于 8 的 整数 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 中 与 8 互 素 的 有 1， 
37 全 寺 二 不 : 

由 欧 拉 函 数 和 素数 的 定义 我 们 可 以 得 到 欧 拉 函数 的 重要 性 质 : 

若 为 素数 , 则 gp(p) = pp 一 1; 一 般 地 , pla) a 一 2. 

车 a 二 ph pg…p%， 则 g(a) = 并 (1 = 特别 地 , pg(p") 一 
pp 

车 a, 0 互 素 , 则 g(ab) = g(a)g(b). 

车 (m,n) 一 d，, 则 有 glrm) 一 glm)g(n) 3 

例 14 写 出 35 和 1800 的 欧 拉 函数 . 

解 : p(35) = pg(5X7) = g(5) Xp(7) = (5—D(7—1)= 24. 

8(1800) = p(18 X 102) = p(23 X 3: X 5:) = p(23) 9(32) 9(52) = (2: 一 
22) .(3: 一 3) (5: 一 5) = 480. 

定义 46 (简化 剩余 系 ) 与 m 互 素 的 剩余 系 共有 pCm) 类 ,从 每 一 类 中 取出 
一 个 数 , 则 这 gp(m) 个 数 称 为 模 m 的 简化 剩余 系 . 

比如 1, 3, 5, 7 是 模 8 的 简化 剩余 系 ;7, 17, 11, 29 也 是 模 8 的 简化 剩余 系 . 
前 者 称 为 最 小 正 简化 剩余 系 . 

易 知 模 p(p 为 素数 ) 的 最 小 正 简化 剩余 系 为 1,2,…，, p 一 1. 

& 个 整数 ai，a，…，ak 构成 模 m 的 简化 剩余 系 的 充 要 条 件 是 
二 pm) 《ay m) 二 1, 芋 二 1，2，…， gl(m), 且 这 gp(m) 个 数 对 模 m 两 两 不 
同 余 . 

证 明 : 必要 性 由 定义 易 证 ,下 证 充分 性 . 

因为 (4;, m) 一 1, 即 w 与 m 互 素 , 且 这 glm) 个 数 对 模 m 两 两 不 同 余 , 即 
Qi 闫 aj(mod m) (一 1, 2，…， (0) ,i 关门 ， 则 a1, as，*…，, agm 是 模 m 的 完 
全 剩余 系 中 与 m 互 素 的 数 ,也 即 a1，as，…, ak 构成 模 m 的 简化 剩余 系 . 

车 zi， zz，…， zom 构 成 模 m 的 简化 剩余 系 , 且 (a, m) 一 1, 则 
ariy ari，…，arem 也 是 模 m 的 完全 剩余 系 . 

证 明 : 因为 (a, m) 二 1, (zi, m) 一 1, 其 中 i 二 1,2,…, glm), 且 zi; 关 
Zj(mod m) ,所 以 ar; 关 azrj(mod m) (i,j 二 1,2,…,glm)，, i 关门, 据 定理 4.17 
知 azi，azz，…，axzroo 也 是 模 m 的 完全 剩余 系 . 

车 (a, m) = 1, 则 arm 三 1(mod m)，, 这 是 著名 的 欧 拉 定 理 . 

证 明 : 设 z， Zz，…， zpow 为 模 m 的 简化 剩余 系 @, 又 因为 (a, m) 一 1, 由 定 
理 4.18 知 axi, azrs，*…,， azzow 也 是 模 m 的 简化 剩余 系 , 记 为 @. 
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所 以 中 任 一 个 数 必 与 @ 中 某 一 个 数 对 模 m 同 余 ;反之 @ 中 任 一 个 数 必 与 O 

中 某 一 个 数 对 模 m 同 余 ,所 以 
ariaT2"""aT gm = ZIZ2…Zeom (mod m), 
即 
a TT2°" Tam = TlT2"" Tam (Mod m). 

又 (ziy m) =1 i=1,2,. ,9(m)), 所 以 ar = 1(mod m). 

若 p 是 素数 , 则 :(]) 当 (a, p) = 1, 有 a”! 二 1(mod p); 
(2)a? =a(mod p). 

该 定理 由 费 马 在 1640 年 提出 , 故 也 称 为 费 马 小 定理 . 

证 明 : (1) 因为 p 是 素数 ,所 以 p(p) 二 p 一 1, 又 (a, p) 一 1, 所 以 ao 和 三 
l(mod p). 

(2) 讨论 与 a 的 关系 : 

当 (a, p) 一 1, 由 (1) 知 ao 入 三 1(mod p), 从 而 a? 二 a(mod p)，, 得 证 . 

当 (a, Pp) 关 1, 则 (a, p) = 二 pp, 所 以 pla, 则 a 三 0C(mod p). 由 同 余 的 性 质 知 
a? 三 0(mod p), 从 而 a? 三 a(mod 力 ). 

利用 欧 拉 定理 ,现在 我 们 来 看 例 13“ 求 6” 被 17 除 的 余数 ”的 问题 ,就 比较 简 
单 了 . 

解 : 即 求 bm 二 ?(mod 17). 

因为 (6, 17) = 1, 因为 17 是 素数 , 则 据 定 理 4.20, 有 6 三 1(mod 17), 即 

=1(mod 17). 6'%” 二 6% 二 1X5 X 68 二 24 三 16(mod 17). 所 以 余数 为 

16. 

例 15 今天 是 周 日 , 求 过 5” 天 后 是 星期 几 ? 

解法 一 : 5: 二 4(mod 7)，53 三 20 = 一 1(mod 7), 5 三 1(mod 7), 因为 
2003 = 333 X 6 十 5, 所 以 

5%% 一 (56)29 X 5 三 5 一 5 X5 三 一 4 三 3(mod 7). 

故 过 5” 天 后 是 星期 三 . 

解法 二 : 因为 (5, 7) 一 1, 又 因为 7 是 素数 , 据 定理 4. 20 得 到 5 二 
1(mod 7), 下 面 的 求解 与 解法 一 同 . 

例 16 求 243 包 的 最 后 三 位 数字 . 

解 : 即 求 243” 二 ?Cmod 1000) 的 最 小 正 整数 . 

Ls 


因为 (243, 1000) = 二 1, pg(1000) = 二 pg(2X5)=2X5xXx 2 x 5 


所 以 


400， 


ms oe 


1 三 2437" = 2434 (mod 1000) ， 


24342 = 243"+? == 243? 一 59 049 二 49(mod 1000) ， 


故 最 后 三 位 数 为 049. 

例 17 2013” 的 末 两 位 数 是 多 少 ? 

分 析 : 即 要 求 2013” 二 ?(mod 100) 

解 : pg(100) = gp(10?) 二 pg(22X5) 一 p(22) Xp(5) = (2 —21)(5—5!) 一 
2 X20=40, (2013, 100) 一 1, 则 2013*am) 二 1(mod 100), 即 2013% 二 1(mod 100). 

2013”3 = 201340xsofHs = 20133 (mod 100)， 
2013 二 13(mod 100), 2013? = 13? = 169 = 69(mod 100), 
20133 = 69 X 13 = 897 = 97 =— 3(mod 100)， 
20133 = (2013)™ X 2013 = (—3)* X 13 = 1053 = 53(mod 100)， 


故 末 两 位 数 是 59. 


8$4 同 余 式 


4.1 一 次 同 余 式 


定员 8 有 (一 元 次 同 余 式 ) 同 余 式 wz" 二 ao-zm 十 … 十 mz 十 ao 三 0 
(mod m) 称 为 一 元 n 次 同 余 式 ,其 中 mta,, ai € Z. 

葬 网 条 量 ( 同 余 式 的 解 ) f(z) = asz" 十 aizc 十 … 十 aiz 十 ao 是 一 整 系数 
多 项 式 , 若 有 一 整数 C, 可 使 f(C) 三 0 (mod m), 则 C 称 为 同 余 式 f(x) = 0 
(mod m) 的 根 或 解 . 

注 ， 

(1) 同 余 式 的 解 是 一 个 或 几 个 剩余 类 而 不 仅 是 一 个 或 几 个 数 . 

(2) 凡 对 模 m 同 余 的 数 , 算 作 一 个 解 ,只 有 对 模 m 不 同 的 余数 才 是 不 同 的 解 . 
如 zz? 三 1 (mod 5) 有 两 解 , x 二 1 (mod 5), 工 二 4 (mod 5). 

这 里 仅 对 一 次 同 余 式 讨论 . 

对 同 余 式 az 三 6 (mod m), 当 (a, m) 二 1 时 ,有 且 只 有 一 个 解 . 

证 明 : 因为 0, 1, 2, …, m 一 1 是 模 m 的 完全 剩余 系 , 记 为 ,又 (a, m) = 1， 
所 以 0, a, 2a,3a,…，(m 一 1)a 也 是 模 m 的 完全 剩余 系 , 记 为 @. 

据 完全 剩余 系 的 性 质 ,在 @ 中 ,有 且 只 有 一 个 数 与 中 的 某 个 数 模 m 相等 , 即 
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存在 一 个 rE {1, 2,…, m 一 1) 使 得 rm 二 45 (mod ma) ,所 以 过 二 (mod m). 

当 (a, m) = 二 d, 且 d146 时 , az 三 6 (mod m) 无 解 . 

证 明 : ( 反 证 ) 若 有 解 , 则 aro 三 b (mod d), 因 为 dla, 即 a 圭 0 (mod d), 则 6b 二 
0 (mod qd), 即 d|2, 与 条 件 df4 矛盾 , 故 结论 成 立 . 

当 (a, m) = d, 且 dlb 时 ,ar 三 6 (mod m)……@@ 有 4d 个 解 . 

分 析 : 说 明 a, b, m 中 都 有 约 数 d, 据 同 余 的 基本 性 质 将 其 约 简 ,然后 先 求 最 
简 同 余 方 程 的 解 ,然后 再 求 原 方程 的 解 . 

证 明 : 因为 (a, m) = d, 且 dl6, 所 以 a = dai, m= dmi,b= db. 

又 因为 az 三 6 (mod m) ,将 上 式 代入 得 da1zx 三 db1 (mod dm)， 

(ay m) = (dai, dmi1) = d, (ay Mm) 一 1, 故 得 az 三 负 (mod zz) @ 

据 定理 4. 21,OD 有 唯一 解 . 设 zx 三 r(modm),0 过 > 过 mm 一 1 是 同 余 式 @ 的 
解 ,有 za | ir 一 本 ;dmi | d(ar 一 b), 即 mlar 一 b, 所 以 @ 的 解 都 是 的 解 . 

在 0,1,2,…,m 一 1 这 关 个 数 内 有 ,rr 十 ma， 十 2m1，… ,7 十 (d 一 Dm 共 
d4d 个 数 都 是 @ 的 解 ,同时 也 是 四 的 解 ,对 于 同 余 式 回 是 一 个 解 ,但 对 同 余 式 是 dd 
个 解 . 

例 18 解 同 余 式 8z 三 9 (mod 11). 

解 : 因为 (8, 11) = 1, 由 定理 4. 21 知 该 同 余 式 有 唯一 解 . 

解法 一 : 8z 三 9 (mod 11), 32x 三 36 (mod 11), x=3 (mod 11)，z 三 
8 (mod 11). 

解法 二 :利用 定理 4. 19, 若 (a, m) = 1, 则 ar 三 1 (mod m) ,进行 证 明 , 有 
az 三 6b (mod m) ,可 得 armz 三 parm 1! (mod m), 工 三 ba”” (mod m) 为 解 , 故 
8z 三 9 (mod 11), x 三 9X8" 0 (mod 11), 而 g(11) 一 10, 所 以 x 三 9X8’ 三 
(—2)(—3) =6 X94=6X(—-2)=6X16=6X5= 30=8 (mod 11). 

解法 三 :因为 (a, m) = 1, 所 以 存在 s, + € Z 使 得 a 十 mt = 1, 即 a 三 
1 (mod m). 因此 对 az 三 b (mod m), 有 aszr 三 (mod m) ,利用 as 寺 1 (mod m)， 
得 x 三 久 (mod m) 为 同 余 式 az 三 6 (mod m) 的 解 . 

因为 3X11 一 4X8==1, 一 4X8 二 1 (mod 11), 一 4X8z 三 一 4X9(mod 11)， 
故 工 三 一 4X9 一 一 36 三 8 (mod 11) 为 原 同 余 式 的 解 . 

例 19 解 同 余 式 4z 三 1 (mod 15). 

解 :4+ 三 1 三 16 (mod 15), 则 xz 二 4 (mod 15). 


4.2 同 余 式 组 


“ 今 有 物 ,不 知 其 数 ,三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几 何 ?” 
这 个 问题 最 好 的 解法 是 应 用 著名 的 中 国 剩余 定理 . 
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为 此 我 们 先 要 介绍 中 国 剩余 定理 ,然后 来 解答 . 
(中 国 剩余 定理 ) 设 ”三 2, mm ，ma，…， rm 是 两 两 互 素 的 正 整 
数 , 则 方程 组 


I 三 a(mod mi), 


I 三 @z(mod m;), 


I 三 ai(mod mx), 
有 且 只 有 一 个 解 
zr 三 MMiia 十 M Mi t+ MMila (mod M)， 


其 中 M= mm M = MG = 1, 2,0, h), MMP = 1 (mod m,). 


分 析 : 设法 找到 一 个 ,使 得 + 三 a; (mod m;) (1 之 i 过 nn)，, 然 后 证 明 解 唯一 . 
证 明 ， 


(一 ) 解 的 存在 性 半 
因为 ma， ms，…，, rm 两 两 互 素 , 则 本 
(Mis m) = (Ms, m2) 一 … 一 (Mn) 一 1， 交 
即 (Mi， m) = 1G 一 1，2，…，70)， 其 中 Mi; = mmamiman in。 
又 根据 一 元 同 余 式 有 解 的 充 要 条 件 可 知 , 则 下 列 上 个 同 余 式 ® 
Mz =1(modm) (=1,2,., 有 昌 
中 的 每 一 个 都 有 解 ,不 妨 设 这 上 个 解 为 51 ,bs，…, b, 即 
M6; =1 (mod m)) 0 = 1, 2, *…, hk). 0 
构造 
R= MMr'ia 十 MMilu 十 … 十 MuMata， 
据 〇 得 到 
Mb; = 1 modmm)， 
又 因为 
oj = a; (mod m;), 
所 以 有 


M bja; 三 w (mod m) (j = 1, 2, **, &). 


人 ee | 上 aa 
Da 


根据 M; 的 构造 所 知 ,mi|M; (i 关门, 即 


Mi 二 0 (mod m;) (i))， © 
所 以 得 到 
R= MMr'a 十 M:Miia ++ MMa'a, = Mjbjaj (mod m;), 
而 Mjbjaj 三 a; (mod mj) ,所 以 得 到 尺 二 Mjbjaj 三 a; (mod mj)，, 这 说 明了 尺 是 所 
给 的 同 余 组 的 一 个 公共 解 ,所 以 解 存 在 . 
z=R (mod M, 妈 z= M Mia 十 M Maia tt MMia, (mod MD). 

(二 ) 解 的 唯一 性 

设 同 余 式 组 若 还 有 解 S 三 a; (mod my) (j = 1,2,…, 有 ), 因为 R 三 
w(mod mj), 据 这 两 个 式 子 ,和 同 余 的 性 质 可 以 推出 R 一 S 三 0 (mod mi), 则 


mi | (R 一 5S)， 而 m， ma，…, mn 是 两 两 互 素 ,所 以 有 mm2*…m | (R 一 S), 从 而 
R= 5 (mod MD). 


高 
是 综合 (一 )( 二 ) ,证 明 完 毕 . 
例 20 前 述 “ 物 不 知 其 数 ” 问 题 . 
各 解 : 据 题 意 得 同 余 式 组 
数 I 三 2 (mod 3)， 
学 
入 E 三 3 (mod 5)， 
? 工 二 2 (mod 7). 
因为 m = 3, mz 一 5, ms 一 7 两 两 互 素 , 故 可 应 用 中 国 剩余 定理 , 据 题 意 M 一 
3X5X7= 105,M 一 邮 一 105=35,M = 区 = =21,M = 区 
mi 3 m2 5 ms 


豆 =15; MMr' = 1 (mod 3),B 35Mr'! = 1 (mod 3), 2Mr'! = 1 (mod 3)， 


4Mr! 三 2 (mod 3), 求 得 MT 二 2 (mod 3). MM7'! 三 1 (mod 5), 即 21M7' 二 1 
(mod 5), 求 得 Mz! 圭 1 (mod 5), M;M7' 二 1 (mod 7), 即 15Mi 三 1 (mod 7), 求 
得 Mi! 三 1 (mod 7). 
所 以 同 余 式 组 的 解 为 
zr 三 MMiia 十 MzMiia 十 … 十 Me Mia (mod M) 


三 35X2X2+21X1X3+15X1X2= 233=23 (mod 105)， 


故 工 二 23 十 105t (一 0, 1, 2,…)，, 所 以 该 物 最 少 有 23 个. 
例 21 韩信 点 兵 , 有 兵 一 队 , 若 队 成 5 列 纵队 , 则 末 行 1 人 ; 若 队 成 6 列 纵队 ， 
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则 末 行 5 人; 若 队 成 7 列 纵队 , 则 末 行 4 人 ; 若 队 成 11 列 纵队 , 则 末 行 10 人 , 求 
兵 数 ? 
解 : 据 题 意 得 同 余 式 组 


Zz 三 1 (mod 5)， 
工 夺 5 (mod 6)， 
工 志 4 (mod 7)， 


ZX 三 10 (mod 11). 


因为 5, 6, 7, 11 两 两 互 素 ,可 用 中 国 剩余 定理 ,得 到 : 
M _ 2310 


M=m Xm Xm Xm =5X6X7X11= 2310, M, pe 5 462, M; 
1 

M _ 2310 385, M, M _ 2310 330, M, M _ 2310 210. 

m2 6 ms 学 ma 11 


MM'' = 1 (mod 5), 妈 462M7’' = 1 (mod 5), 2M7’! = 1 (mod 5), M7' = 
3 (mod 5). 

MM7' =1 (mod 6), 即 385Mz =1 (mod 6), (64X6 十 1)Mz =1 (mod 6)， 
M7'! = 1 (mod 6). 

MiMi 1 (mod 7), 即 330M3! 三 1 (mod 7), (47 X7 十 1)Ms 三 1 (mod 7)， 
Mi = 1 (mod 7). 

MM =1 (mod 11), 即 210M7' = 1 (mod 11)，(11X19 十 1)M 三 1 
(mod 11), My = 1 (mod 11). 

zr 三 MMr'ia 十 M:Maia 十 M:Milas +MMi'as (mod M) =462X3X1+ 
385X1X5+330X1X4+210X1X10=211] (mod 2310)， 
故 工 = 2111 十 2310t (上 = 0,1, 2,…), 最 小 数 为 2111. 
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§5 同 余 与 不 定 方程 


定岗 9 变数 个 数 多 于 方程 个 数 , 且 取 整数 值 的 方程 (或 方程 组 ) 称 为 不 定 
方程 (或 方程 组 ). 

定 允 和 加 设 整数 4 之 2, c, al, as, aa，…，, ak 是 整数 且 a1, as, as，*…, a 
都 不 等 于 零 ,zi, zz ，z，…， zx 是 整数 变数 .方程 


aizl 十 azzz 十 aas 十 … 十 akrk 一 < (CD 


称 为 元 一 次 不 定 方程 ,a1，az，a3，*…， a 称 为 它 的 系数 . 


0 
@eee 
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不 定 方程 (1) 有 解 的 充 要 条 件 是 (a ，az ，…，at) |c. 进而 ,不 定 


方程 (1) 有 解 时 , 它 的 解 和 不 定 方程 


机 生 全 下 下 名 太志 站 
8 8 8 8 


的 解 相同 ,这 里 g 一 (al，az ，…，at). 
证 明 : 必要 性 显然 . 
充分 性 :( 先 证 有 解 ) 
车 glc, 设 c 二 gt (1 为 整数 ), 则 存在 整数 y,，y;，…， yt 使 得 


ai 十 azyz 十 … 十 at = g, 


两 边 乘 上 有 
at 十 azyot 十 … 十 akyktt = gt, 
因此 Zi 一 ht za 一 yet Th = Yt, 
为 (1) 的 一 组 解 . 


(2) 


由 于 (1) 有 解 时 必 有 glc, 而 这 时 不 定 方程 (1) 和 (2) 是 同一 个 方程 ,后 一 个 结 


论 得 证 . 


定理 4. 25 表明 讨论 不 定 方程 (1) 的 关键 是 讨论 它 的 系数 的 最 大 公约 数 g. 当 


人 4 一 2, g 二 1 时 上 述 定理 为 
如 果 (a, 5) 二 1, c € Z, 则 ar 十 by =c 必 有 整数 解 . 
设 二 元 一 次 不 定 方程 


art+by=c, 


(3) 


(这 里 a、5、c 是 给 定 的 整数 且 ab 天 0) 有 解 ,zo。，y。 是 它 的 一 组 解 .那么 它 的 所 有 


解 为 


人 b 
所 “we DD’ 
t 一 0, 士 1, 士 2,，… 
a 
ES 


证 明 : 易 证 由 (4) 式 给 出 的 +，y, 对 所 有 整数 t 都 满足 不 定 方程 (3). 
反 过 来 , 设 x, y 是 (3) 的 一 组 解 ,我 们 有 
ar+i+by=c, 
又 因为 题 设 xz。，y。 是 (3) 的 一 组 解 , 则 有 


m0® 


(4) 


aro 十 by 一 <c. 
两 式 相 减 整理 得 

az 一 mm) =—b(y— yo), 
两 边 同 除 (a, 0 , 则 有 


a b 
CT A 
a b ly b 
因为 (tm Ta, 历 ) 一 1 所 以 x 一 mo 一 ta 
同 理 可 得 3 一 为 到 一 te’ 


如 果 (a, b) 二 1, zo, wm 是 azr 十 by = 二 c 的 一 组 解 ,那么 它 的 全 部 
整数 解 可 用 公式 表示 : 


人 第 
四 
?一 加 一 at， 章 
其 中 上 是 任意 整数 . 数 
例 22 求 10z 一 7y = 17 的 全 部 整数 解 . 9 
解 : 因为 (10, 7) = 1, 故 方程 有 解 . 由 观察 法 得 zo = 1, yo 二 一 1 是 一 组 特 步 
解 ,因此 全 部 解 为 ® 
. 
i a ? 
eT 
例 23 求 不 定 方 程 18z 十 24y = 9 的 整数 解 . 
解 : 因为 (18, 24) = 6 不 能 整除 9, 故 无 解 . 
例 24 求 不 定 方程 ?2x 十 23y = 845 Oe 
解 : 用 工 表示 系数 较 小 的 y, 得 y = 36 一 3z 十 立 寺 于. 令 蔗 协 蛙 一 w， 则 


23x 十 3z 一 17, 则 z 一 fo 一 J 一 5 i 


2 一 2 一 3uxv 一 1 一 "一 工 ， 


2 
令 序 二 4， 则 v 二 24, 将 此 代入 u 式 ,得 到 w 一 1 一 3t， 代入 工 得 
工 一 一 2 十 231， 


全 ee 


代入 y 得 
y= 43—72i. 
由 上 面 我 们 可 以 看 到 不 定 方程 常用 的 解法 有 观察 法 、 逐 次 求 整 法 ,此 外 还 有 连 
分 数 法 . 这 里 由 于 篇 幅 有 限 , 未 介绍 连 分 数 法 , 感 兴趣 的 读者 请 参考 相关 书籍 . 
例 25 求 不 定 方程 gr 十 16y 二 35 的 所 有 整数 解 . 
解 : 解 9z 十 16y = 35 与 解 16y = 35 一 9z 相同 ,而 此 方程 可 以 化 为 同 余 式 . 


16y 三 35 (mod 9), 因 为 (16, 9) = 1, 则 该 同 余 式 有 唯一 解 ,于 是 得 到 7y 二 
35 (mod 9), 约 去 7, 得 y 三 5 (mod 9), 也 即 对 某 一 个 整数 t, 有 y= 二 5 十 9t, 将 此 代 
人 原 方程 ,得 


9z 十 16(5 十 92) 一 35， 
9z 十 144 一 一 45， 
工 一 一 5 一 16t， 
因而 所 有 解 为 


工 一 一 5 一 16t， 
二 5+， 其 中 1 为 整数 
这 样 的 解法 与 直接 用 定理 4. 26' 的 结果 是 一 臻 的 , 因此 一 次 同 余 式 与 不 定 广 
程 在 本 质 上 是 一 类 的 问题 
例 26 《〈 百 鸡 问题 ) 鸡 镍 一 ,值钱 五 ; 鸡 母 一 ,值钱 三 ; 鸡 锥 三 ,值钱 一 , 百 钱 买 
百 鸡 , 问 鸡 你 母 锥 各 几何 ? 
解 : 以 z，y, < 分 别 代表 鸡 贫 、 鸡 母 . 锥 鸡 的 数目 ,由 条 件 可 得 下 面 的 不 定 方 
程 组 


*e09@ 长 涟 符 才 下 才 沿 汉 双 


fs = 100, 

z 十 y 十 z = 100. 

我 们 要 求 这 不 定 方程 组 的 非 负 解 ,消去 z 可 得 
7z 十 4y = 100， 


先 求 这 个 不 定 方程 的 非 负 解 . x = 二 0, y = 25 是 一 组 特 解 . 由 上 述 公式 知 , 它 的 全 部 
非 负 解 是 


工 一 0 十 4t, y= 25—7t, 


o=--( 人 <:<[( 久 =3 


m0 © 


即 (0,25)，(4, 18)，(8, 11),(12, 4). 因此 所 买 的 鸡 的 各 种 可 能 的 情形 是 


86 同 余 与 商 集 


设 全 体 整 数 为 Z = 二 (…，, 一 2, 一 1, 0, 1，2, …}, 用 4 除 乙 中 所 有 的 元 素 ,得 
到 的 余数 为 0、1、2、3 这 四 种 情况 ,这 就 把 所 有 整数 划分 成 四 大 等 价 类 : 


Do 一 (… 一 8, 一 4 0， 4，8,， …)}， 2 ={,—7,—3,1,5,9,.}, 
Za ={",—6,—2,2,6,10,.),Z 一 {(…, 一 5, 一 1, 3，7，11，…)， 


即 Z= ZoU ZU ZU Zs. 这 种 划分 有 一 个 极为 鲜明 的 特点 :不 漏 不 重 . 也 就 是 
说 ,整数 集中 的 每 一 个 整数 一 定 属于 某 一 类 ,同一 类 中 两 个 元 素 之 间 都 是 等 价 的 ; 
而 且 互 不 相同 的 两 大 类 没有 公共 的 元 素 . 等 价 划分 ,不 漏 不 重 是 我 们 经 常 采 用 的 一 
种 数学 思想 方法 . 

在 同 余 中 ,由 于 每 个 等 价 类 (或 称 为 剩余 类 ) 中 的 任何 一 个 元 素 都 对 mw 有 相同 
的 余数 ,所 以 都 有 资格 作为 所 在 类 的 代表 ,因此 我 们 可 以 选择 最 为 简单 的 ,也 即 在 
运算 中 最 为 方便 的 元 素 作为 代表 ,而 每 一 类 里 选取 一 个 代表 构成 了 一 个 代表 团 . 这 
样 ,我 们 对 某 集合 的 研究 就 可 转化 为 对 代表 团 的 研究 ,这 显然 给 讨论 问题 带 来 了 方 
便 . 在 上 面 的 例子 中 ,我 们 就 可 以 将 0、1、2、3 这 四 个 数组 成 一 个 以 4 为 模 的 同 余 
关系 的 代表 团 . 

数学 上 ,把 Z、Z、Z:、2: 这 四 个 等 价 类 所 组 成 的 集合 , 称 为 整数 集 乙 关于 


以 4 为 模 的 同 余 等 价 关系 C 的 商 集 , 记 作 攻 一 {Zo， 和 1， Zo，Z3). 一 般 地 , 若 以 


m 为 模 ,整数 集 Z 关于 同 余 等 价 关 系 C" 的 商 集 , 就 记 作 区 = {Z0, Z1, Zs, 


有 如， Zi) 二 {0, 1, 2，…, m 一 1}, 具体 见 图 1. 
一 般 地 , 设 民 是 集 A( 取 B) 上 的 等 价 关系 ,把 以 A 关于 R 的 全 部 等 价 类 所 组 


成 的 集合 称 为 A 关于 的 商 集 , 记 作 各 . 


整数 集 乙 关 于 以 5 为 模 的 同 余 等 价 关系 C; 的 商 集 为 区 二 Zs 一 (0, I, 2, 3， 


ee@@@ 午 雪 涉 于 其 下 站 


4), 如 图 2. 
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整数 集 乙 关于 以 6 为 模 的 同 余 等 价 关系 Cs 的 商 集 为 =Z=1{0,1,2,3, 
4, 5}. 
下 面 我 们 重点 来 讨论 关于 re 二 Z 的 性 质 . 根据 商 集 的 定义 ,我 们 得 到 了 Z。 
的 元 素 , 关 于 它 的 运算 我 们 可 以 这 样 定义 :任意 的 a,b E Z。， 
加 法 运算 :“+” a+b=a 十 b， 
乘法 运算 :“X” aX6b 二 aXb. 


证 明 :(1) 加 法 运算 合理 . 
任意 a1 € a, bl ED 因为 a € a 所 以 硬 = 二 a 从 而 mx| (a 一 a), 即 


a a (mod m). 


同 理 可 得 bh = 6b (mod m). 
ms 0 


所 以 a 十 by 三 a 十 b (mod mm), 所 以 ai 十 by 二 a 十 b. 
(2) 对 于 乘法 运算 的 合理 性 可 同 理 证 明 . 


整数 集 乙 与 它 的 商 集 区 二 Zu 之 间 不 是 同 构 而 是 同 态 关 系 ,这 是 因为 


o: Zs 
a—o(a)=a, 
o 不 是 单身 ,而 是 满 射 . 因为 若 w 三 a (mod mp), 则 al € a, 即 ola1) ==a, 且 可 以 
证 明 
aa 十 0 = ol(a) +o(b), 
ola Xb) = oa) Xolb), 
即 a 这 个 映射 保 运算 , 故 o 是 一 个 同 态 映射 , 即 Z 与 Z。 同 态 , 记 为 Z ~ 2，. 
一 般若 {A, 十 , X} 与 {B, 十 , X} 同 构 , 则 用 符号 A 衬 B 表 示 , 那 么 这 两 个 集合 
的 性 质 一 样 ,A 有 的 性 质 ,B 都 具有 ;反之 B 具 有 的 性 质 A 也 都 具有 . 然而 同 态 就 不 


第 
同 了 ,一 部 分 性 质 被 保留 , 另 一 部 分 性 质 遗 失 了 . 因此 整数 集 Z 与 整数 集 Z 关 于 以 m 
为 模 的 同 余 等 价 关系 C 的 商 集 为 Z 是 同 态 关 系 , 因 此 在 整数 集中 的 一 些 性 质 比 
如 乘法 消去 律 . 寡 等 元 性 质 在 Z 中 就 消失 了 ,具体 见 下 表 1. 的 
表 1 整数 集 Z 与 Zu 比较 2 
z 区 =z 
? 
乘法 消去 律 成 立 WE 
ab = 0->a=0 或 65=0 反例 :Ze 中 2X3 一 2X3 一 6 一 0, 但 2 天 0, 3 天 0 
故 乘法 消去 律 不 成 立 
和 等 元 全 一 5 六 5 一 0 或 5 一 1 ES 
人 反例 :Zs 中 3X3 二 3X3 二 9 二 3, 但 3 承 0,3 关 1. 


故 短 等 元 不 成 立 


那么 mm 为何 值 时 Z 才能 保留 Z 中 的 乘法 消去 律 和 短 等 元 性 质 呢 ? 显然 m 二 
力 素数 时 即 Z, ,实际 上 Z, 构成 域 . 


本 章 思 考题 


1. 证 明 : 素 数 有 无 穷 多 个 . 
2. 德国 一 位 业余 数学 爱好 者 用 计算 机 经 过 50 天 的 运算 ,在 2005 年 2 月 18 日 发 
现 迄 今 为 止 最 大 的 素数 2558 吕 一 1. 这 个 素数 的 个 位 数 的 数码 是 多 少 ? 


ee 
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隶 证 :330|(6= 一 5 一 11)- 

. 解 下 列 同 余 式 :(1) 14z 三 27 (mod 31);(2) 6z 三 15 (mod 32). 

。 解 不 定 方程 yz 十 10y = 11. 

.数学 系 在 某 次 运动 会 上 参加 团体 操 ,参加 者 4 人 一 排 ,余下 1 人 ;5 人 一 排 ,余下 
2 人 ;7 人 一 排 ,余下 3 人 , 问 该 系 有 多 少 人 参加 了 团体 操 ? 
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第 五 章 数学 证 明 


证 明 是 数学 教学 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 它 的 重要 性 ,不 仅 表现 在 数学 命题 需要 
经 过 严格 的 推理 论证 ,才能 确认 其 真实 性 . 更 重要 的 ,还 在 于 通过 数学 证 明 , 有 助 于 
学 生 弄 清 概念 与 概念 命题 与 命题 之 间 以 及 同一 命题 的 条 件 与 结论 之 间 的 本 质 联 
系 ,加 深 对 数学 知识 的 认识 ,有 助 于 发 展 学 生 的 逻辑 思维 能 力 . 


S81 基本 概念 


所 谓 数学 证 明 是 指引 用 一 些 真 实 的 命题 来 确定 某 一 命题 真实 性 的 思维 过 程 . 
证 明 可 看 成 特殊 的 推理 . 
从 逻辑 结构 来 分 析 ,任何 证 明 都 由 论题 .论据 ,论证 三 部 分 组 成 ,也 就 是 数学 证 


89@@@ 瑟 用 六 期 且 器 


则 ……”“ 如 果 …… 那 么 ……” 的 形式 . 所 谓 论据 是 指 被 用 来 证 明 的 理由 (定义 、 公 
理 . 定 理 , 推 论 .公式 ,性 质 \ 法 则 ). 所 谓 论证 是 指证 明 的 过 程 即 推理 的 过 程 . 

论题 要 明确 ,具有 相 容 性 、 完 备 性 和 独立 性 . 论题 应 当 始 终 同一 ;论据 要 真实 ; 
论据 不 能 靠 论题 来 证 明 , 论 据 必须 能 推出 论题 

证 明 方法 按照 不 同 的 分 类 方式 有 以 下 若干 种 : 

按 推理 的 方法 来 分 有 演绎 法 与 归纳 法 两 种 :演绎 法 也 称 演绎 推理 (一 般 习 特 
殊 ) ,演绎 推理 有 多 种 形式 ,在 数学 证 明 中 应 用 比较 广泛 的 是 三 段 论 推理 . 归纳 法 也 称 
归纳 推理 (特殊 ~ 一 般 ), 有 两 种 常见 的 形式 :完全 归纳 法 与 不 完全 归纳 法 . 完全 归纳 
法 ,是 通过 考察 适合 论题 条 件 的 一 切 可 能 情形 ,从 而 确定 论题 的 真实 性 . 不 完全 归纳 
法 ,是 通过 考察 适合 论题 条 件 的 部 分 特殊 情形 ,从 而 探索 论题 的 真实 性 ,结论 不 可 靠 . 

按 寻求 论证 的 思路 方法 来 分 :可 分 为 综合 法 和 分 析 法 两 种 . 

按 直 接 证 还 是 证 明 它 的 等 价 命题 的 方法 来 分 ,可 分 为 直接 证 法 与 间接 证 法 两 
种 . 间接 证 法 又 可 分 为 反 证 法 、 同 一 法 . 

本 章 只 讨论 两 种 比较 特殊 的 证 明 方法 :数学 归纳 法 和 反 证 法 . 
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8$2 数学 归纳 法 


我 们 知道 ,一 般 来 说 数学 活动 大 体 上 可 分 为 三 类 :一 类 是 建立 数学 模型 ,借以 
反映 外 部 世界 和 它 自身 的 变化 ;一 类 是 进行 推理 工作 ,借以 探索 各 种 因果 关系 ;还 
有 一 类 就 是 进行 计算 工作 . 从 事 数 学 活动 的 人 都 要 熟悉 这 三 类 工作 ,但 不 同 的 人 侧 
重点 可 能 不 同 ,然而 这 三 方面 是 彼此 联系 的 . 


2.1 演绎 与 归纳 


数学 中 最 基本 的 推理 方法 就 是 归纳 法 和 演绎 法 . 归纳 推理 和 演绎 推理 是 根据 
思维 过 程 的 不 同 来 加 以 区 分 的 . 由 上 面 的 定义 知道 归纳 是 从 特殊 到 一 般 , 演 绎 则 是 
从 一 般 到 特殊 . 

比如 “ 同 弧 所 对 的 圆周 角 是 圆心 角 的 一 半 ” 的 证 明 就 是 分 成 圆心 在 圆周 角 的 一 


边 上 、 圆 心 在 圆周 角 的 内 部 圆心 在 圆周 角 的 外 部 三 种 情况 ,具体 见 图 1. 
时 4 4 4 
的 
初 
等 
| <Y 
二 B B 
HH B D D 
图 1 
再 比如 因为 1= 1， 
1 十 3 一 4， 
1 十 3 十 5 一 9 一 32， 
1 十 3 十 5 十 7 = 16 = 如， 
则 大 概 推出 1 十 3 十 5 十 7 十 … 十 (2n 一 1) 一 到 . 


以 上 两 个 结论 都 是 由 特殊 到 一 般 的 推理 ,都 是 归纳 法 , 且 结论 正确 . 但 上 述 两 
个 推理 是 有 差别 的 . 当 得 到 第 一 个 “ 同 弧 所 对 的 圆周 角 是 圆心 角 的 一 半 ” 这 一 结论 
时 ,是 考察 了 所 有 特殊 情形 ,后 者 只 考察 了 四 种 情形 . 所 以 第 一 个 结论 是 正确 的 ,其 
归纳 推理 也 是 充分 的 、 完 全 的 ;而 第 二 个 结论 虽然 也 是 正确 的 ,但 其 归纳 是 不 充分 
的 ,不 完全 的 . 后 一 种 推理 方法 称 为 归纳 法 ,但 是 是 不 完全 归纳 ,下 面 我 们 再 看 一 个 
这 方面 的 例子 . 


ne 


费 马 数 : f(n) 一 27 十 1, 当 n 二 0, 1, 2, 3, 4 时 ,了 (n) 分 别 为 3, 5, 17, 257， 
65 537, 可 以 验证 他 们 均 为 素数 . 如 根据 上 述 不 完全 归纳 ,那么 我 们 就 下 结论 说 : 
f(m) = 22 十 1 表示 的 数 都 是 素数 ,那么 就 会 犯错 误 , 因 为 恰恰 当 n 二 5 时, 2” 十 
1 二 4294 967 297 一 641 X 6 700 417 是 一 个 合 数 . 
对 y= 二 式 十 I 十 72491, 当 工 二 1, 工 二 2,…, 工 二 10000 时 ,y 都 是 素数 , 考 
察 的 量 可 谓 够 多 了 ,但 x = 72 490 时 , y 二 72 491 不 再 是 素数 . 
在 进行 归纳 推理 时 ,所 考察 的 特殊 情形 越 多 , 越 能 增加 对 所 得 到 的 归纳 结论 的 
可 信 程度 . 但 是 这 一 结论 是 否 可 靠 仍 不 能 定论 . 
因此 采用 不 完全 归纳 法 ,是 不 能 证 明 一 个 命题 为 真 . 我 们 已 经 知道 ,为 了 得 到 
数学 定理 而 需要 运用 归纳 推理 时 ,必须 运用 完全 归纳 . 当 我 们 所 考虑 的 命题 只 涉及 
有 限 个 对 象 时 ,我 们 只 要 将 这 种 有 限 种 情形 一 一 考察 到 了 就 行 . 例如 , “太阳系 的 所 
有 大 行星 都 是 按 椭圆 轨道 公转 的 ”, 这 个 命题 是 否 成 立 , 只 要 考察 太阳 系 的 所 有 大 
行星 就 行 了 ,然而 ,太阳 系 的 大 行星 只 有 八 颗 :水 星 \ 金 星火 星 、 木 星 \ 土 星 、 天 王 
星海 王 星 、 地 球 , 于 是 ,只 要 考察 这 八 颗 星 都 是 按 椭圆 轨道 公转 的 ,就 算 做 了 完全 
归纳 ,从 而 可 得 到 “太阳 系 的 所 有 大 行星 都 是 按 椭圆 轨道 公转 的 ”结论 成 立 . 

但 是 数学 中 常常 接触 到 的 命题 是 涉及 无 限 个 对 象 的 ,困难 也 就 出 在 这 里 ,要 考 
察 无 限 多 个 对 象 . 比如 ,“ 费 马 狂想” 最终 被 证 明 那 是 必须 考察 所 有 自然 数 n 的 情 
形 ,而 所 有 的 自然 数 有 无 限 多 个 . 

为 了 解决 这 一 类 问题 , 即 判定 一 个 命题 是 否 对 全 体 自然 数 都 成 立 , 人 们 创立 了 
“数学 归纳 法 ”. 

希 尔 伯 特 说 ,数学 是 “关于 无 限 的 科学 ”. 数学 归纳 法 就 是 处 理 无 限 的 办 法 之 
一 .要 证 明 一 个 命题 对 所 有 的 自然 数 (无 限 个 ) 都 成 立 , 如 果 采 用 从 1,， 2, 3, 4 开始 
一 直 这 样 一 个 一 个 地 验证 下 去 的 办 法 , 那 是 任何 人 也 不 可 能 做 完 的 . 但 是 自然 数 是 
通过 “后 继 ” 关 系 组 成 的 ,注意 到 这 一 点 ,从 而 ,数学 归纳 法 采用 了 如 下 的 形式 : 

设 P(n) 是 一 个 关于 自然 数 n 的 命题 ,如 果 

(1) 当 n 二 1 时 ,命题 P(1) 成 立 ; 

(2) 假设 当 n = 二 上 时 ,命题 P(k) 成 立 , 可 以 推出 PC 十 1) 成 立 . 
则 PCz) 对 一 切 自然 数 ”都 成 立 . 

上 面 也 称 为 第 一 数学 归纳 法 . 


例 证明 等 式 二 十 十 3 十 … 十 友 二 [二 n(n 十 DD] 对 全 体 自然 数 成 立 . 


具体 证 明 略 . 
这 是 数学 中 用 有 限 的 步 又 (上 述 数学 归纳 法 证 明 就 是 两 步 ) 完 成 无 限 过 程 的 
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一 例 . 
数学 归纳 法 实际 上 是 建立 在 皮 亚 诺 公理 的 基础 上 . 即 ， 


O00 PR 
ee 而 
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( 皮 亚 诺 公理 ) 非 空 集合 N 的 元 素 叫 做 自然 数 ,如 果 在 这 个 集合 里 
的 某 些 元 素 之 间 有 一 基本 关系 “后 继 ”, 满 足下 面 的 公理 (在 元 素 a 的 后 面 加 上 1， 
记 为 a , 即 记 a’ 一 < 十 1D). 

(IT)1EN, 即 N 中 存在 一 个 元 素 1; 

(CI) 任 给 a € N, 则 存在 a’, a’ € N; 

( 轩 ) 若 w 一 多, 则 a 一 性 

(WV) 任 给 acEN, 有 ao 天 1; 

(V) 归纳 公理 : 设 M 是 自然 数 集 N 的 非 空子 集 , 即 MC N, 且 

(GD) 1E M; 

(2) 对 任意 上 AE M, 有 k E€ M， 

那么 M 就 含有 一 切 自然 数 , 即 M 一 N. 

上 述 公理 系统 是 由 意大利 数学 家 皮 亚 诺 在 1889 年 建立 的 ,通常 称 为 皮 亚 诺 公 
理 系统 .有 了 这 组 公理 ,就 把 自然 数 集 里 的 元 素 完 全 确定 下 来 . 

数学 归纳 法 实际 上 就 是 依据 第 (V ) 公 理 的 . 事实 上 , 设 已 是 一 个 与 自然 数 有 
关 的 命题 ,又 记 M 是 使 得 已 成 立 的 自然 数 所 组 成 的 集合 ,因此 M 是 N 的 子 集 . 那 
么 数学 归纳 法 的 第 (1) 步 证 明 就 是 证 明了 1 属于 M; 第 (2) 步 就 是 证 明 当 n 属 于 M 
时 nn 十 1(n 的 后 继 数 ) 也 属于 M, 于 是 依据 皮 亚 诺 公 理 (V), M = N, 而 M 等 于 N 
表明 已 对 全 体 自然 数 成 立 . 

由 第 一 章 我 们 已 经 知道 ,全 体 自然 数 虽 有 无 限 多 ,但 它 只 有 可 数 无 限 多 . 因此 
我 们 前 面 所 介绍 的 数学 归纳 法 还 只 是 对 可 数 无 限 来 讲 的 . 如 果 一 个 命题 与 不 可 数 
无 限 多 个 对 象 有 关 , 那 就 要 采用 另外 的 方法 ,因此 数学 中 尚 有 其 他 的 超 限 归纳 法 . 

数学 中 还 有 许 许多 多 命题 是 涉及 无 限 多 个 对 象 的 ,并 非 全 部 采用 以 上 形式 加 
以 证 明 . 例如 要 证 明 所 有 三 角形 的 三 边 上 的 高 必 交 于 一 点 ,此 命题 就 涉及 无 限 多 个 
三 角形 ,包括 无 限 多 个 大 小 不 一 的 三 角形 ,也 包括 无 限 多 个 形状 不 一 的 三 角形 . 这 
个 命题 的 成 立 ,对 于 直角 三 角形 等 腰 三 角形 等 特殊 的 三 角形 来 说 是 极 易 证 明 的 ， 
但 我 们 不 能 只 对 特殊 的 情形 来 证 明 . 为 证 此 命题 ,必须 且 只 和 需 对 任 取 的 三 角形 来 论 
证 . 这 个 “ 任 取 的 ”很 重要 ,果真 是 “ 任 取 的 ”, 那 它 就 有 代表 性 了 ,就 一 般 化 了 ,既然 
对 一 般 化 了 的 三 角形 命题 成 立 , 那 么 对 全 体 (因而 也 是 无 限 个 ) 三 角形 而 言 命题 也 
成 立 . 这 样 ,在 我 们 着 手 证 明 这 一 命题 之 前 就 已 完成 了 从 特殊 到 一 般 的 过 渡 、 从 有 
限 向 无 限 的 过 渡 . 几何 学 中 这 类 情形 特别 多 ,数学 的 其 他 领域 也 很 多 . 

演绎 是 从 一 般 到 特殊 的 推理 ,因而 “一 般 ” 是 演绎 推理 的 前 提 , 如 果 这 个 前 提 是 
正确 的 ,再 加 上 遵循 了 正确 的 逻辑 规律 ,那么 演绎 推理 必然 导出 正确 的 结论 ,所 以 
演绎 推理 是 强 有 力 的 论证 方法 . 

演绎 推理 的 有 效 性 实际 上 是 以 下 列 的 公理 为 基础 的 , 即 
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凡 肯 定 ( 或 否定 ) 了 某 一 类 对 象 的 全 体 , 也 就 肯定 (或 否定 ) 了 这 一 类 的 对 象 的 
部 分 或 个 体 ,事物 的 属性 仍然 是 该 事物 的 属性 . 

数学 归纳 法 确 系 归纳 法 范畴 ,但 仔细 分 析 , 数 学 归纳 法 实际 上 是 归纳 与 演绎 的 
结 旺 合 物 . 

数学 归纳 法 的 两 步 证 明 都 是 从 特殊 向 一 般 的 推导 ,这 是 归纳 的 一 面 . 但 是 , 整 
个 数学 归纳 法 又 是 皮 亚 诺 公理 的 第 五 条 (这 个 大 前 提 ) 的 一 个 运用 ,这 又 含有 演绎 
的 特性 . 此 外 当 我 们 把 数学 归纳 法 的 两 步 证 明 结合 在 一 起 看 时 ,可 以 说 其 中 包含 了 
无 限 多 个 三 段 论 证 ( 凡 直 角 都 相等 (大 前 提 ), 人 A 和 人 B 缘 为 直角 (小 前 提 ), 所 以 
人 A = 人 B (结论 )) ,这 又 是 演绎 的 . 

如 果 我 们 已 经 用 数学 归纳 法 的 两 步 完成 了 对 命题 P 成 立 的 证 明 , 那 么 就 有 下 
面 的 无 限 多 个 三 段 式 : 

若 己 对 1 成 立 , 则 已 对 2 也 成 立 ( 大 前 提 , 依 据 第 (2) 步 证 明 )， 

然而 了 对 1 成立 (小 前 提 , 依 据 第 (1) 步 证 明 )， 

所 以 己 对 2 成 立 (结论 ). 

若 已 对 2 成 立 , 则 书 对 3 也 成 立 (大 前 提 , 依 据 第 (2) 步 证 明 )， 

然而 了 对 2 成 立 (小 前 提 , 依 据 第 (1) 步 证 明 )， 

所 以 了 对 3 成 立 (结论 ). 

车 PP 对 3 成 立 , 则 P 卫 对 4 也 成 立 ( 大 前 提 , 依 据 第 (2) 步 证 明 )， 

然而 了 对 3 成立 ( 小 前 提 , 依 据 第 (1) 步 证 明 )， 

所 以 了 对 4 成 立 (结论 ). 
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为 什么 在 数学 归纳 法 中 我 们 只 用 了 丙 步 (有限 步 ) 训 完成 了 对 一 个 涉及 无限 个 
对 象 的 命题 的 证 明 ? 因为 在 有 了 第 (1) 步 做 基础 之 后 ,第 (2) 步 是 一 个 一 般 性 论证 ， 
它 可 以 作 无 限 反 复 .与 前 面 介绍 的 几何 题 联系 起 来 看 ,在 那里 ,因为 所 取 的 几 个 三 
角形 是 任意 取 的 一 般 化 了 的 ,因而 它 可 代表 全 体 的 (无 限 多 个 ) 三 角形 ;在 这 里 因 
为 第 (2) 步 证 明 是 一 般 性 的 ,因而 实际 上 是 可 无 限 重复 的 . 三 角形 是 任 取 的 ,具有 一 
般 性 ,因而 其 证 明 方法 对 任何 三 角形 可 重复 使 用 . 

所 以 ,对 数学 归纳 法 ,我 们 可 以 说 , 它 相 当 于 用 一 个 无 限 的 演绎 链条 ,将 特殊 归 
纳 推理 到 一 般 . 这 就 是 它 区 别 于 不 完全 归纳 法 的 地 方 . 数学 归纳 法 是 演绎 与 归纳 的 
结合 ,但 它 属于 论证 推理 ,由 此 得 出 的 结论 即 为 真理 . 

在 数学 中 ,不 完全 归纳 推理 虽 不 能 属于 论证 推理 ,但 属于 似 真 推理 或 合 情 推 
理 的 范围 ,也 是 发 现 真理 的 有 效 方法 . 恩格斯 指出 “归纳 和 演绎 正如 分 析 和 综合 
一 样 ,是 必须 互相 联系 着 的 ,不 应 当 牺 牲 一 个 而 把 另 一 个 捧 到 天 上 去 ,应 当 把 每 
一 个 都 用 到 该 用 的 地 方 ,而 要 做 到 这 一 点 ,只 有 注意 到 它们 的 相互 联系 ,它们 的 
相互 补充 ”. 


ee 
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归纳 发 现 真理 ,演绎 验证 猜想 . 归纳 依赖 于 直觉 ,直觉 产生 于 经 验 . 直觉 从 本 质 
上 说 具有 某 种 随机 性 ,因此 归纳 是 不 完全 推理 ; 演绎 依赖 于 法 则 ,法 则 从 表面 上 看 
具有 某 种 主观 性 ,而 且 用 数理 逻辑 的 术语 来 表述 ,演绎 是 重 言 式 的 有 穷 序列 ,因此 
一 般 认 为 演绎 只 能 传递 真理 (如 三 段 论 ) ,而 不 能 注入 真理 . 


2.2 应 用 


例 1 设 n 为 自然 数 ,求证 : f(n) = 5" 十 2 X 3 一 十 1 能 被 8 整除 . 
证 明 : (1) 当 n = 二 1 时 , f(1) = 5 十 2X3m' 十 1 = 8, 显然 能 被 8 整除 ,所 以 
命题 成 立 ; 
(2) 假设 当 n = 二 时 ,命题 成 立 , 即 f(k) 一 # 十 2X3 生 十 1 能 被 8 整除 , 则 当 
nn 三 k 十 1 时 ， 
JE 十 1) = 一 5 的 十 2X3 十 1 
一 5X5 十 6X3C 十 1 
一 ( 失 十 2X3 熏 十 1) 十 4( 环 十 3 生 ) 
= f(A) 十 4(54 十 30， 


4(5 十 3 生 ) 显然 能 被 8 整除 , 据 归 纳 假设 ,FA) 也 能 被 8 整除 ,所 以 它们 的 和 能 被 
8 整除, 即 FE 十 1) 能 被 8 整除 ,命题 成 立 . 

根据 (1)(2), 对 一 切 自然 数 ”命题 都 成 立 . 

值得 注意 的 是 第 一 数学 归纳 法 有 一 些 变形 : 

设 P(m) 是 一 个 关于 自然 数 n(n 三 m,m E N) 的 命题 , 若 

(1) 当 n = nm 时 ,命题 PCn) 成 立 ; 

(2) 在 P(&)(k 是 不 小 于 ni 的 自然 数 ) 成 立 的 假定 下 ,可 以 推出 在 PCk 十 1) 
成 立 . 
则 PCz) 对 一 切 自然 数 ”都 成 立 . 

设 PCz) 是 一 个 关于 自然 数 ”的 命题 , 若 

(1) 当 n = 二 1, 2, …，! 时 ,命题 P(n) 成 立 ; 

(2) 在 PC(&)(k 是 任意 的 自然 数 ) 成 立 的 假定 下 ,可 以 推出 在 PC 十 2) 成 立 ， 
则 P(m) 对 一 切 自然 数 n 都 成 立 . 

例 2 任 一 正方 形 都 可 以 分 成 z (三 6) 个 小 正方 形 . 

证 明 : (1) 当 n 二 6 时 ,只 要 将 边 三 等 分 就 可 得 到 6 个 大 小 不 一 的 正方 形 , 所 
以 命题 成 立 ; 

(2) 假设 当 n 一 上 (二 6) 时 ,命题 成 立 . 则 当 n 二 十 3 时 ,只 要 在 假设 n= 二 上 
成 立时 的 个 正方 形 中 的 任意 选 一 个 ,将 它 一 分 为 四 即 可 . 所 以 命题 成 立 . 
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注意 从 nn 二 上 递 推 到 n 二 十 3 跨度 为 3, 所 以 还 必须 证 明 n 二 7,n 二 8 时 命 
题 成 立 . 结果 显然 是 正确 的 ,因为 任意 一 个 正方 形 可 以 分 成 4 个 正方 形 , 任 选 其 中 
一 个 再 将 此 小 正方 形 一 分 为 四 ,这 就 证 明了 n = 7 时 命题 是 正确 的 ;将 一 个 正方 形 
的 边 四 等 分 ,就 可 将 一 个 正方 形 分 成 8 个 小 正方 形 ,所 以 n == 8 时 命题 也 成 立 . 

例 3 试 证 大 于 7 的 整数 可 以 用 若干 个 3 和 5 连 加 而 得 . 

证 明 : (1) 当 n 二 8 时 ,因为 8 二 3 十 5, 所 以 命题 成 立 ; 

(2) 假设 当 二 &(k 宇 8) 时 ,命题 成 立 . 即 能 用 若干 个 3 和 5 连 加 而 得 , 则 
nn 二 上 十 1 时 : 

@ 若 上 是 全 由 3 连 加 而 得 , 则 至 少 需要 三 个 3( 不 然 2X3 == 6 二 8, 把 这 三 个 
3 换 成 两 个 5 即 得 上 十 1( 如 &A 一 3 十 3 十 3,&A 十 1 一 3 十 3 十 3 十 1= 10 一 5 十 5). 

@ 若 & 不 是 全 由 3 连 加 而 得 , 则 把 其 中 一 个 5 换 成 两 个 3 即 得 人 十 1( 如 A 一 
3 十 3 十 3 十 5,& 十 1 二 3 十 3 十 3 十 5 十 1 = 3 十 3 十 3 十 3 十 3). 

综 上 原 命题 成 立 . 

例 4 试 证 凸 边 形 (n > 3) 的 对 角 线 的 总 数 f(z) 一 去 nn 一 3)， 

证 明 : (1) 当 n = 3 时 , 凸 n 边 形 为 三 角形 ,而 三 角形 的 对 角 线 数 为 0. 另 一 方 
面 /(3) = 去 X3X (3 一 3) 二 0, 所 以 n 二 3 时 命题 成 立 ; 

(2) 假设 当 n = 二 k(k 宇 3) 时 ,命题 成 立 . 即 凸 & 边 形 (2 三 3) 的 对 角 线 的 总 数 
为 /(k) = Ck—3). 则 当 ? 一 A 十 1 时 , 凸 避 边 形 为 凸 & 十 1 边 形 , 它 比 凸 & 边 形 


增加 一 个 顶点 . 因此 凸 十 1 边 形 的 对 角 线 总 数 可 以 在 凸 & 边 形 的 对 角 线 总 数 FA) 
的 基础 上 ,增加 顶点 At++ 与 不 相 邻 的 顶点 As，A: ，…，Ax-; 分 别 连 成 的 4 一 2 条 
对 角 线 , 再 加 上 原 凸 人 边 形 的 边 A,A* 也 成 了 凸 上 十 1 边 形 的 对 角 线 ,所 以 共 增加 
了 (k 一 2) 十 1 = 二 上 一 1 (条 ) 对 角 线 , 所 以 
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JR 十 1) 三 7 十 (一 1) Beck 3) 十 (k 一 1) 


= 二 (一 hk 一 2) = 去 kt+DLC+D 一 3]， 


即 当 ?一 & 十 1 时 ,命题 成 立 . 

由 (1)，(2) 知 对 于 任意 的 自然 数 n(n 二 3) 命题 都 成 立 . 

在 用 数学 归纳 法 解 题 时 ,两 个 步 又 缺 一 不 可 . 证 题 的 关键 是 第 二 步 , 要 合理 应 
用 归纳 假设 ,为 此 在 这 一 步 需 据 题 情 , 运 用 添 减 项 、 拆 项 、 换 元 、 放 缩 等 技巧 .对 于 从 
nn 三 推出 n 二 十 1 的 结果 时 ,应 注意 结构 与 n 二 上 时 的 结构 是 否 一 致 ,否则 不 足 
以 证 明 “ 归 纳 ” 这 一 步 . 
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数学 归纳 法 除了 第 一 数学 归纳 法 外 ,还 有 其 他 形式 具体 如 下 : 

第 二 数学 归纳 法 (依据 最 小 数 原理 ) 设 PCn) 是 一 个 关于 自然 数 
的 命题 ,如 果 

(Dn 二 1 时 ,命题 P(1) 成 立 ; 

(2) 假设 对 所 有 适合 1 三 m 三 上 的 自然 数 , 命 题 PCm) 都 成 立 ,可 以 推出 
PC 十 1) 成 立 . 
则 P(m) 对 一 切 自 然 数 n 都 成 立 . 

特点 : 它 不 是 由 假定 n 二 上 时 命题 成 立 ,推出 n 一 A 十 1 时 命题 成 立 ,而 是 由 假 
定 n 二 1,2,3,…, 上 一 1, 上 时 命题 成 立 , 才 推出 n= 二 上 十 1 时 命题 成 立 . 

( 反 向 数学 归纳 法 ) 设 P(n) 是 一 个 关于 自然 数 n 的 命题 ,如 果 

(1) 由 无 穷 多 个 自然 数 使 PCn) 成 立 ; 

(2) 在 PCk 十 1 成 立 的 假定 下 ,可 以 证 明 PCk) 成 立 . 
则 P(m) 对 一 切 自 然 数 nn 都 成 立 . 

(双重 数学 归纳 法 ) 设 P(n, m) 是 一 个 含有 两 个 独立 自然 数 n、 
m 的 命题 ,如 果 

(1) P(1, m) 对 任意 自然 数 m 成 立 ,P(n, 1) 对 任意 自然 数 n 成 立 ; 

(2) 假设 Pn 十 1, m) 与 Pln, m 十 1) 成 立 , 可 以 证 明 P(n 十 1, m 十 1) 成 立 . 
则 P(r, m) 对 任意 自然 数 n 和 xm 都 成 立 . 

注意 上 述 数学 归纳 法 的 四 种 形式 本 质 是 一 致 的 . 
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§3 反 证 法 


数学 中 还 有 一 种 重要 的 证 明 方 法 一 一 反 证 法 . 所 谓 反 证 法 , 当 证 明 论题 pg 
时 ,不 去 直接 证 明 它 ,而 是 把 4(q 的 否定 ) 作 为 前 提 , 加 进 原 论 题 的 前 提 , 并 根据 已 
知 真 命题 和 推理 规则 推出 与 另 一 已 知 真 命题 或 原 论 题 的 前 提 相 矛盾 的 结论 ,或 者 
导出 自 相 矛盾 的 结论 ,从 而 确立 原 论题 的 正确 性 ,这 种 证 明 命题 的 方法 叫 反 证 法 ， 
这 是 一 种 间接 证 法 . 

例 5 如 果 a 之 >0, 那么 Va Vb. 

证 明 : 假设 /a 不 大 于 WB , 则 Va 二 V6 或 Ya 一 2. 

(1) 若 Va 到 ,因为 ca 之 0,0> 之 0, 则 有 Vave 二 YB va 与 Ya yb <Vb yb， 
从 而 a 二 6, 与 已 知 条 件 a 之 2 之 0 矛盾 ; 

(2) 车 Va 二 VB, 则 a = 0, 与 已 知 条 件 a 之 0 之 0 矛盾 ,所 以 Va 之 VB. 

例 6 若 四 十 咏 二 2, 求 证 :a 十 b 过 2. 
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证 法 一 : 假设 e 十 6 之 2, 则 aa 十 太一 (ea 十 入 (@ 一 a0 十 素 ) 二 2 一 上 0 十 


包 ). 
而 ao 十 太一 2, 故 (a: 一 a6 十 邓 ) 一 1. 
所 以 1 十 ab 二 aq 十 玉 二 2a0, 从 而 ab 一 1. 
所 以 a 十 所 二 1 二 ab 二 2. 
所 以 (a 十 b)? 一 对 十 天 十 2a 二 2 十 2ab 一 4. 
所 以 a 十 6b 二 2. 
这 与 假设 矛盾 , 故 a 十 b < 2. 


证 法 二 : 假设 < 十 之 2, 则 au 之 2 一 0, 故 2 一 呈 十 康之 (2 一 0 十 态 ， 即 
2 二 8 一 120 十 6 好 , 即 (0 一 1) 一 0, 这 与 任何 实数 的 平方 非 负 了 矛盾, 从 而 < 十 2 入 2. 
例 7 已 知 0 二 a 二 1,0<=<b 二 1, 0 二 c 过 1, 求 证 :(1 一 a)b, (1 一 Be, (1 一 


oa 三 数 不 可 能 都 大 于 证 . 


分 析 : 此 命题 的 形式 为 否定 式 , 宜 采 用 反 证 法 证 明 . 假设 命题 不 成 立 , 则 (1 一 


5，(1 一 De, (1 一 Oa 三 数 都 大 于 十 ,从 这 个 结论 出 发 ,进一步 去 导出 矛盾 . 


证 明 : 假设 (1 一 a)b, (1 一 Dc, (1 一 Oa 三 数 都 大 于 十 , 即 


G 一 ao0p> 了 ,0G 一 0c> 二 ,0 一 oa> 寺 


又 因为 0 二 a<=<1,0<b<1,0<c<1, 


Ga55> 车 ,VG=55> 寺 , VU 一 Oa 之 击 ， 


所 以 


(5+ VID + Voa>. 
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以 上 三 式 相 加 , 即 得 


(I—ab+v(l—Wet+ yl—e)a 二 


显然 @ 与 @ 相 矛盾 ,假设 不 成 立 , 故 命题 得 证 . 
例 8 证 明 等 腰 三 角形 的 底 角 都 是 锐角 . 
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分 析 : 这 个 问题 的 证 明 可 以 有 很 多 种 方法 , 若 运用 反 证 法 , 则 先 假设 原 结论 不 
成 立 , 即 设 等 腰 三 角形 的 底 角 不 是 锐角 ,然后 在 证 明 中 用 上 这 个 已 知 条 件 ,从 而 推 
出 矛盾 . 

证 明 : 不 妨 记 三 角形 为 人 ABC, 其 中 AB = AC. 假设 人 <B， 人 C 都 不 是 锐角 ， 
则 他 们 是 直角 或 钝 角 , 因 此 LB 十 人 C 宇 90" 十 90" = 180", 但 这 与 已 有 的 三 角形 内 
角 和 定理 矛盾 ,因此 假设 不 成 立 , 故 等 腰 三 角形 的 底 角 都 是 锐角 . 

例 9 设 平面 上 有 六 个 圆 , 每 个 圆 的 圆心 都 在 其 他 圆 的 外 部 , 试 证 :平面 上 任 
一 点 都 不 会 同时 在 六 个 圆 的 内 部 . 

证 明 : 如 图 ,假设 有 一 点 M 在 6 个 圆 的 内 部 . 连结 
M 与 6 个 圆 的 圆心 OQ, 0, …, 0, 则 OM 一 nm, COM 一 O， 
r2，"…，O;M 二 re， 其 中 x 表示 第 i 个 圆 的 半径 ,因为 过 
M 的 线段 有 6 条 ,所 以 至 少 有 两 条 线段 的 夹 角 不 超过 0 
60" ,不 妨 设 人 O;MO。 过 60”, 则 O;O; 不 超过 O;M 和 M 
OsM 中 较 长 的 线段 ,不 妨 设 O;M<O;M, 则 0;O; 过 rs， 0 
O; 点 不 在 O; 外 部 ,这 与 已 知 矛盾 . 所 以 ,平面 上 任 一 点 
都 不 会 同时 在 六 个 圆 的 内 部 . 

反 证 法 的 关键 在 于 推出 矛盾 ,其 实在 一 开始 作假 设 时 就 已 经 蕴含 有 矛盾 了 ,只 
是 不 那么 明显 ,而 整个 推 证 过 程 就 是 从 不 明显 的 矛盾 推 至 明显 的 矛盾 的 过 程 . 综合 
以 上 例题 可 以 看 出 ,推出 的 矛盾 大 致 有 :与 已 知 条 件 矛盾 ;与 假设 矛盾 ; 自 相 矛盾 ; 
与 已 知 真 命题 或 事实 矛盾 . 

在 逻辑 学 中 ,命题 一 般 用 小 写 的 字母 p,qg,，r，s，… 表 示 . 

仅 由 一 个 简单 句 构成 的 命题 称 为 简单 命题 . 若干 个 简单 命题 用 逻辑 符号 , 析 取 
“V” 合 取 “ 人”. 否定 “<”、 蕴含 “一 ”和 等 值 运 算 “<- 一 ”联结 起 来 所 构成 的 新 命 
题 , 称 为 复合 命题 . 比如 设 p, gq 为 简单 命题 , 则 pAg, pVq，7p， pq， pSq 都 
是 复合 命题 . 

反 证 法 的 逻辑 原理 如 下 : 户 -~ 三 万 V gq 与 V 9 三 p 是 互相 矛盾 的 两 个 
判断 . 根据 矛盾 律 ,两 个 互相 矛盾 的 判断 不 能 同 真 , 必 有 一 假 . 在 户 人 5 的 假设 下 , 通 
过 合乎 逻辑 推理 规则 的 推理 ,出 现 了 矛盾 , 故 由 pq 假 , 知 p->g 真 . 

下 面 五 个 逻辑 等 价 式 更 简明 地 表达 了 反 证 法 的 理论 根据 : 

(Dpmg=a—P 

(2) p>gq=(pAD—>P 

(3) 户 一 5 三 (pAD—>rAD 

(p>gq=(pAD>q 

(HNP I>I=pAD>P 

上 述 五 个 逻辑 等 价 的 证 明 较 易 , 此 处 略 去 . 他 们 各 自 反 映 着 反 证 法 在 实际 证 明 
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运用 中 的 相应 形式 . 
第 一 种 形式 是 通过 证 明 逆 和 否 命题 来 证 明 原 命题 . 
第 二 种 形式 是 把 9 作为 前 提 , 与 已 知 前 提 p 合 取 推出 与 前 提 p 互相 矛盾 的 结 
果 P. 
第 三 种 形式 是 把 5 作为 前 提 , 与 已 知 前 提 p 合 取 推 出 与 前 提 p 互相 矛盾 的 两 
个 命题 > 与 7. 其 中 包括 公理 ,定理 、 已 知 真 命题 相 矛 盾 的 情形 . 
第 四 种 形式 是 把 4 作为 前 提 , 与 已 知 前 提 p 合 取 推出 与 9 韦 盾 的 命题 q. 

_ 第 五 种 形式 是 把 4 与 原 命题 的 前 提 中 的 p 合 取 推出 与 前 提 中 p' 相 矛盾 的 命 
题 户 . 
因此 ,通过 证 明 逆 否 命题 来 证 明 原 命题 的 方法 仅 是 反 证 法 的 一 种 形式 , 那 种 把 
反 证 法 说 成 是 “证 明 逆 否 命题 "是 不 确切 的 . 


本 章 思 考题 


。 常用 的 数学 证 明 方法 有 哪些 ? 

。 简 述 演绎 与 归纳 的 关系 ? 

.第 一 、 二 数学 归纳 法 的 理论 依据 各 是 什么 ? 两 者 之 间 有 何 关系 ? 

, 设 Frz) >0,7 是 自然 数 , 且 f(2) = 二 4, flm 十 mn2) 一 flm)f(n), 估计 fCn) 
的 解析 式 并 用 数学 归纳 法 证 明 . 

5, 设 nn 为 不 小 于 3 的 自然 数 ,证 明 : 可 将 一 个 正三 角形 分 割 成 nn 个 等 腰 三 角形 . 

6. 请 用 多 种 方法 证 明 V2 是 无 理 数 . 若 用 反 证 法 则 说 明 是 哪 一 类 (五 类 中 ). 
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附录 
有 关 这 方面 的 研究 论文 
年 级 | 性质 | 作者 | 指导 老师 | 论文 题目 


2007 | 教育 学 ”| 刘 涉 婷 | 李 土 针 | 。 高 二 学 生 数 学 狂想 能 力 的 调查 研究 
2006 ”| 教育 硕士 | 孙 字 | ”省 晓 惑 ”| ”高 一 学 生 对 反 证 法 的 理解 


2003 教育 硕士 | 黄 兴 丰 李 士 针 初 三 学 生 几 何 证 明 信 念 的 调查 
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第 六 章 三 等 分 角 与 数 域 扩充 


$1 问题 的 起 源 


传说 在 公元 前 四 百 多 年 ,希腊 的 雅典 发 生 了 瘟疫 ,人 们 为 了 消除 灾难 , 便 向 
Delos 的 太阳 神 庙 去 求助 . 遵照 神 论 , 必须 把 立方 的 祭坛 增 大 一 倍 ,疫病 才 不 会 流 
行 ,一 位 自作 聪明 的 总 设计 师 将 祭坛 的 每 一 边 增 大 一 倍 ,做 了 一 个 新 的 祭坛 放 在 太 
阳 神 庙 里 ,结果 太阳 神 大 怒 , 疫 势 更 加 猩 儿 . 人 们 发 现 新 祭坛 体积 是 原来 的 八 倍 ,而 
不 是 两 倍 . 那么 应 当 怎样 做 才 符 合 要 求 呢 ? 这 就 是 著名 的 立方 倍 积 问题 ,也 称 为 
Delos 问题 . 

作为 一 个 实际 问题 ,改建 祭坛 的 工作 一 点 也 不 困难 . 不 妨 设 原 祭坛 的 边 长 为 
4 一 1 米 , 则 新 祭坛 边 长 为 z = 并 米 . 问题 是 如 何 作出 yZ 米 的 长 度 ,在 实际 施工 
时 ,必然 采取 近似 做 法 ,因为 可 以 算出 并 = 1. 2599210, 用 1. 260 米 为 边 作 一 个 立 
方 体 , 它 的 体积 约 2 立方 米 , 误 差 不 超 过 0. 1 立方 厘米 . 

作为 一 个 理论 问题 ,希腊 人 要 求 仅 用 尺 规 (圆规 与 直 尺 ) 准 确 地 (在 理论 上 ) 作 
出 长 为 yZ 的 线段 ,而 不 是 长 度 近似 于 yZ 的 线段 . 


68@@@ 全 泽 情 当 层 才 溃 当量 


$2 尺 规 作 图 与 数 域 扩充 


圆规 、 直 尺 有 三 个 功能 , 即 过 已 知 的 两 点 作 一 条 直线 ;以 一 点 为 圆心 ,过 任 一 点 
画 圆 ;在 任 一 射线 OA 上 截取 线段 OB 与 已 知 线段 相等 . 

所 谓 尺 规 作 图 是 指 有 限 多 次 地 使 用 圆规 、 直 尺 ( 没 有 刻度 的 ) 进 行 上 述 三 项 作 
图 .希腊 人 为 什么 限定 用 圆规 、 直 尺 作 图 呢 ? 一 方面 圆规 、 直 尺 是 最 基本 的 作 图 工 
具 , 初 等 几何 中 的 图 形 也 都 是 由 直线 与 圆 组 成 的 ,似乎 都 可 以 通过 尺 规 作 图 作出 
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来 . 另 一 方面 ,希腊 的 学 者 ,例如 柏拉图 ,非常 重视 数学 在 训练 智力 方面 的 作用 , 限 
制作 图 工具 有 助 于 培养 逻辑 思维 能 力 . 欧 几 里 得 更 强调 用 最 少 的 基本 假定 (定理 、 
公理 ) 出 发 ,推出 尽 可 能 多 的 命题 . 所 以 , 作 图 工具 也 相应 地 剩 下 少 到 不 能 再 少 的 贺 
规 、 直 尺 两 种 . 下 面 我 们 来 说 明 尺 规 作 图 与 数 域 之 间 的 关系 ,为 了 说 清楚 关系 ,作为 
铺垫 需要 介绍 一 些 相 关 概 念 . 

害 充 国 〗 设 下 是 由 一 些 数组 成 的 集合 ,其 中 包括 0 和 1. 如果 下 中 任意 两 个 
数 的 和 、 差 , 积 、 商 (除数 不 为 零 ) 仍 然 是 下 中 的 数 ,那么 下 就 称 为 一 个 数 域 . 

比如 我 们 熟悉 的 有 理 数 集 Q、 实 数 集 R, 复 数 集 C, 还 有 Q[V2] = {a 十 bV2， 
ay, b E Q) 等 都 构成 数 域 . 

所 有 可 以 用 尺 规 作 图 的 数 ( 线 段 长 度 ) 构 成 的 集合 K 是 一 个 
数 域 . 

证 明 : 给 定单 位 长 度 1, 设 a、5 是 可 用 尺 规 作 出 的 线段 长 度 . 


b 


设 z 一 4 十 0 y 二 a 一 b, 则 图 1 就 是 所 作 的 长 度 ; 


atb a-b 


图 1 
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设 一 ab, 简单 变形 后 得 到 十 一 分 , 则 图 2 就 是 所 求 作 的 线段 ab; 


工 一 全， 则 简单 的 变形 后 得 到 一 二, 则 图 3 就 是 所 求 作 的 线段 人 


综 上 所 述 ,长 度 为 4+b, a 一 b, ab 和 多 的 线段 均 可 作出 . 


Ta, bE K>atb€ K,a—b€ K,ab€ K, (#0) EK, 因此 ,K 对 
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加 \ 减 , 乘 、 除 运算 是 封闭 的 . 
从 上 面 的 证 明 可 以 推出 : 
给 定单 位 长 度 , 任 一 ( 正 ) 有 理 数 都 是 可 以 作 图 的 , 即 QC K. 
对 于 无 理 数 情形 ,我 们 有 
给 定单 位 长 度 以 及 长 为 a 的 线段 , 则 长 度 为 /a 的 线段 是 可 以 作 图 


的 , 见 图 4. 
1 a a b 
图 4 图 5 


给 定 线段 a, 5, 则 长 度 z 二 Va5 也 是 可 以 作出 的 , 见 图 5. 

给 定单 位 长 度 , 数 域 QW3) 二 {a 十 bY2 | a, 5 € Q} 中 的 任 一 个 
数 都 是 可 以 作 图 的 . 

从 Q[V2] 的 结构 知 QC QLV2] C R, 它 实际 上 是 在 数 域 Q 的 基础 上 添加 V3 
( 即 方程 的 一 个 根 ) ,再 通过 四 则 运算 生成 的 一 个 域 . 注意 ,这 里 QLV2] 不 仅仅 是 在 
Q 内 添加 一 个 新 元 素 V2 ,而 且 还 强调 了 QLV2] 中 的 任意 元 素 a 十 bV2 ,经 加 减 乘除 
后 仍然 在 QIV2] 中 ,如 


atby2 _ (atby2)(c—dy2) _ ac 一 2 人 4 | tad 
c 十 dVZ —28 ci—2d  c2 一 2d2 
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不 然 并 不 构成 域 . 类似 地 , 任 一 个 数 域 下 添加 一 个 二 次 无 理 数 a (a 一 vd ,de Q) 
后 ,得 到 的 集合 FLa] = {a 十 ba | a, 5 € F} 仍然 是 域 . 


因为 a、5、V2 都 是 可 以 作 图 的 ,所 以 我 们 得 到 更 一 般 的 结论 : 
给 定单 位 长 度 , 数 域 QWc) = {a 十 byc | a, 5 E Q, ce Q, 但 是 
Yc & Q) 的 任 一 个 数 都 是 可 以 作 图 的 . 
现在 , 设 F 二 Q (有 理 数 域 ) ， 
Fi = Fo(Vc) = {atbo Vc |ao, bos co € Fo, Veo §¢ Fo), 
一 一 第 1 次 扩充 


mm ee 


Fis=F(Va)= {ath ya |a, ba EF,vVa ¢F), 


一 一 第 2 次 扩充 


F,= Fei(Vem) 


= {a 十 加- Ve [ams brs cel E Fs Von § Fi}, 
一 一 第 nn 次 扩充 


则 BCFECEChC"ChaCh, 


给 定单 位 长 度 , 有 理 数 域 经 过 & 次 扩充 后 所 得 数 域 F 中 的 任 一 


个 数 都 是 可 以 作 图 的 . 


一 般 地 , 设 工 是 可 作 图 的 量 ,那么 工 将 属于 由 有 理 数 域 Q = Fe 出 发 的 有 限 个 


扩 域 fo CC FC…C Fn CF CCF, 中 的 某 一 个 . 
这 个 定理 也 可 以 这 样 叙述 : 


从 单位 长 度 出 发 ,经 过 有 限 次 有 理 运算 (加 、 减 .乘除 ) 和 开平 方 


运算 后 所 得 长 度 zx 是 可 以 作 图 的 . 


例 1 仅 用 尺 规 ,作出 数 : z 二 NVV1+V3 十 V2. 
分 析 : 一 般 从 有 理 数 域 出 发 , 令 Fo 二 Q. 
第 一 步 : 将 /3 添加 到 F。 中 去 , 则 得 到 Fu 的 扩 集 Fi , 即 


Fi = Fl/3]= {at+byV3 |a, bE Fo}, 
可 以 验证 它 是 个 数 域 ,并 且 1 十 V3 € 已 . 
第 二 步 : 将 V1+V3 添加 到 F, 中 去 , 则 得 到 F, 的 扩 集 已, 即 
Fr=F[VIT/3]= {ctdVity3 |c, de F), 
同上 可 以 验证 它 是 一 个 数 域 ,显然 V1 十 V3 € 已. 
第 三 步 :将 VVi 二 /添加 到 Fs 中 去 , 则 得 到 Rs 的 扩 集 FF,, 即 


已 = 已 [VVI+ 同 ]={e+FVVI+ 呈 |。 fe F:), 


同 理 可 以 验证 它 也 是 个 数 域 ,显然 V V1 十 V3 € Fs. 
第 四 步 : 将 V2 添加 到 Fs 中 去 , 则 得 到 F; 的 扩 集 F,, 即 
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已 一 REV2] 一 {g 十 AV2 | g, hE€ F,}, 
同 理 可 以 验证 它 也 是 个 数 域 ,显然 VV1 十 V3 十 V2 € FF. 
第 五 步 :将 V V V1+V3 +V2 添加 到 F, 中 去 . 则 得 到 已 的 扩 集 F; , 即 


即 从 有 理 数 出 发 ,将 数 域 一 扩 再 扩 , 直 至 扩 到 所 需求 作 的 数 x 所 在 的 数 域 FF. 


根据 定理 6.6 则 工 一 M V V1 十 V3 十 V2 是 可 以 用 尺 规 作出 的 . 事实 上 ,根据 
前 面 已 知 线段 a、5 与 单位 长 1, 可 作出 它们 的 四 则 运算 及 开平 方 的 结果 的 讨论 . 由 
已 知 单位 1 的 线段 , 则 可 作出 2、3, 在 此 基础 上 又 可 分 别 作出 V2, V3; 由 1, V3 可 


作出 1 十 VS, 类 似 地 可 作出 V1+V3，VV1+yV5 ，VV1+V5 十 Vz, 最 后 作 


出 VVV1+V3 十 V2 . 

如 果 一 个 有 理 系数 三 次 方程 没有 有 理 根 ,那么 它 的 任 一 根 都 不 能 
用 尺 规 作出 . 

证 明 : 反 证 法 . 设 三 次 方程 为 ar? 十 br? 十 cr 十 d 一 0, 其 中 a,b, c,d 为 有 理 
数 , a 关 0. 假设 x 是 它 的 一 个 可 以 作 图 的 根 , 设 F 是 从 有 理 数 出 发 的 一 系列 扩 域 
中 第 一 个 含有 方程 可 作 图 根 x 的 扩 域 , 即 在 Fi 中 含有 方程 的 可 作 图 根 , 而 Fi 中 
没有 这 样 的 根 . 显然 上 > 0, 将 此 根 记 为 u 一 p 十 gyr ,其 中 p,q,r € Ri- 但 
Yr 4 Fi, 于 是 v= p 一 qyr 也 是 方程 的 根 ,因此 , 若 方 程 的 第 三 个 根 为 w, 则 由 根 
与 系数 的 关系 ,得 4 十 v 十 中 一 2 十 ww 一 一 也 ,因此 区 一 一 2p 一 也, 但 p, a,b E€ 
Fi 故 得 Ww E€ Fi i， 这 说 明 在 Fi-! 中 含 方程 的 可 作 图 根 ,与 假设 矛盾 . 

那么 ,我 们 如 何 判断 一 个 三 次 方程 有 没有 有 理 根 呢 ? 请 看 下 面 的 定理 : 

设 f(z) = anz" 十 az 十 … 十 az 十 ao 是 一 整 系数 多 项 式 , 若 
并 是 了 (zx) 的 一 个 有 理 根 , 且 (r, s) = 1, 则 sla,, rlao. 


设 上 述 方程 中 a, 二 1, 若 方程 有 有 理 根 , 则 此 根 必 是 ao 的 约 数 . 
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$3 几何 作 图 “三 大 问题 不 可 能 ”的 证 明 


由 于 尺 规 作 图 有 其 局 限 性 . 很 多 作 图 问题 不 能 用 尺 规 作 图 完成 ,最 著名 的 就 
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是 :立方 倍 积 问 题 , 即 求 作 一 个 立方 体 ,使 它 的 体积 等 于 已 知 立方 体 体 积 的 两 倍 ;三 
等 分 任意 角 的 问题 , 即 求 作 一 任意 角 的 三 等 分 ; 化 圆 为 方 的 问题 , 即 求 作 一 正方 形 
使 它 的 面积 等 于 一 已 知 圆 的 面积 . 它们 被 称 为 几何 作 图 的 三 大 不 可 能 问题 . 

两 千 多 年 来 无 数 的 聪明 才智 倾注 在 这 几 个 问题 之 中 . 这 几 个 问题 ,在 19 世纪 
已 解决 . 1837 年 , 汪 齐 尔 (Pierre Laurent Wantzel, 1814 一 1848) 证 明了 立方 倍 积 与 
三 等 分 任意 角 都 是 不 可 能 尺 规 作 图 的 . 1882 年 林 德 曼 (Ferdinand Lindemann， 
1852 一 1939) 证 明了 r 是 超越 数 , 从 而 化 圆 为 方 也 是 不 可 能 尺 规 作 图 的 ,下 面 我 们 
一 起 回顾 一 下 : 


3.1 立方 倍 积 问题 

例 2 已 知 ABCD-A'B'C'D' 是 一 个 立方 体 , 求 作 一 个 新 的 立方 体 使 其 体积 
为 原 体积 的 2 售 . 

该 问题 转化 为 数学 问题 即 , 设 原 正方 体 的 边 长 为 a, 而 所 求 立方 体 的 边 长 为 z， 
据 题 意 zx? 二 2 , 为 使 问题 简单 不 妨 设 a = 1, 则 之 = 2. 

证 法 一 : 根据 推论 6. 2, 如 果 这 个 方程 z? 二 2 有 有 理 根 , 则 它们 必 为 士 1], 士 2 
中 的 一 个 或 若干 个 ,但 上 面 各 数 都 不 是 原 三 次 方程 的 根 ,因此 它 没有 有 理 根 . 根据 
定理 6. 7, 它 的 根 ( 其 中 之 一 为 92 ) 不 能 用 尺 规 作出 . 

证 法 二 : 用 反 证 法 . 设 z 是 可 作 图 量 , 按 上 面 的 讨论 ,z 将 属于 由 有 理 数 域 
Q = FF, 出 发 的 有 限 个 扩 域 Fo CC FC FC…C Fi CFC.…CF, 中 的 一 个 . 
设 zE 但 zx 4 Fi, 即 FF 是 包含 z 的 最 小 扩 域 . 故 z 二 p+qvw，, p,q,wE€ 
Fi ,va Kf Fe. 注意 这 里 k 关 0, 因 x 4 Fo 一 Q, 这 是 因为 J2 是 无 理 数 . 

下 面 证 明 车 zx 二 p 十 gvYw 是 xz? 一 2 == 0 的 根 , 则 y == Pp 一 gqVw 也 是 它 的 根 . 
事实 上 , 因 z EF,xz? 和 zz? 一 2 也 在 Fi 中 , 故 zx 一 2=a 二 bYw ,yasbE Fi 以 
工 二 Pp 十 g Vw 代入 上 式 计算 ,可 得 a 二 户 十 3pq?w 一 2,5 二 3p?q 十 gw. 同样 ,用 
y= 二 p 一 qvVw 代入 计算 ,可 得 六 一 2 = a 一 bYw， 这 是 因为 以 一 g 代 g, a 不 变 而 6 
将 变 为 一 b. 因为 z 是 方程 的 根 . 即 z 一 2 = 0, 因此 a 十 bYw = 0, 这 意味 着 a 一 
4 二 0. 理由 是 :如 0 天 0,V@w 一 一 入 € Fr, 矛盾 , 故 b 一 0, 从 而 a 也 为 0. 这 也 就 


证 明了 一 2 二 a 一 bYw 二 0, 即 y 也 是 方程 x? 一 2 二 0 的 根 .这 里 + 关 y. 因为 
如 z= 二 y, 则 zx 一 y= 二 2gvw 一 0, 这 得 出 g= 二 0, 即 =p€ Fi, 这 与 假设 矛盾 . 

然而 众所周知 ,方程 z? 一 2 二 0 只 有 一 个 实 根 ,另外 两 个 是 复数 根 ,而 由 上 述 
推论 p 十 qYw 和 pp 一 gqVw 是 方程 两 个 不 同 实 根 , 这 产生 了 矛盾. 这 一 矛盾 证 明了 倍 
立方 体 不 能 用 尺 规 作 图 的 结论 . 
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3.2 三 等 分 任意 角 问题 


例 3 已 知人 AOB 是 一 个 任意 的 角 , 证 明 将 其 三 等 分 是 不 可 能 的 . 
证 明 : 为 了 举 反 例 说 明 一 般 地 用 圆规 直 尺 不 可 能 三 等 分 任意 角 , 我 们 不 妨 取 

a 一 60" 来 讨论 ， 
如 图 6, 设 人 AOB = a 是 一 个 任意 角 , 为 方便 起 
见 ,以 角 顶 点 0 为 中 心 ,以 单位 长 为 半径 , 画 一 条 弧 ， 
分 别 交角 的 两 边 于 A 和 B, 如 果 这 个 角 能 被 三 等 分 ， 
则 有 二 条 射线 4, 4:, 弧 AB 交 l、l 于 C、D. 问 题 转 
化 :在 弧 AB 上 求 得 它 跟 三 等 分 角 的 射线 的 任 一 个 交 
点 ,假如 能 够 求 得 一 个 交点 的 话 ,问题 也 就 解决 了 ( 因 
为 如 能 求 出 C 点 , 则 过 C 点 作 OB 的 垂 线 CM 的 M 点 
也 能 作出 ;反之 车 OM 距离 能 用 尺 规 作 出 , 则 M 点 能 找到 ,过 直线 上 的 点 M 作 OB 
的 垂 线 MC 是 可 以 的 ,而 弧 AB 肯定 可 以 作出 ,那么 就 可 有 交点 D, 因 此 连结 OD 

高 就 是 三 等 分 线 , 则 角 就 能 三 等 分 ). 

所 以 找到 M 点 是 关键 , 设 OM 二 z, 如 果 工 能 用 有 限 多 次 加 减 乘除 和 开平 方 
的 运算 所 构成 的 代数 式 来 表示 ,那么 就 可 以 用 尺 规 作出 ,问题 解决 . 如 何 用 一 个 代 
数 式 表示 OM 的 长 度 呢 ? 回答 只 要 应 用 简单 的 三 角 知识 即 可 . 如 图 6, 因 为 OA 和 
OB 是 单位 圆 的 半径 一 1, a 又 是 定 角 ,A 一定 是 定点 ,所 以 ON 二 cos a (这 个 角度 


是 已 知 的 ), zx 二 OM 一 cos$ ,利用 
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cos(2c 十 a) = cos Zacos a — sin 2asina 
= cos Zacos a — 2sin acos asina 
= (cos 2a — 2sin’a)cosa 
= [2cos’a—1—2(1— cos’a) Jcosa 
= 2cosia 一 3cosa 十 2cosia 


一 4cosia 一 3cosa， 


可 得 到 cos c 和 cos 生 有 这 样 的 关系 : 
cosa= teos (全 ) 一 3eos( 纯 )， 0 


记 eos 人 一 cos 20" 为 r, 因 为 = 一 60", 则 cos 60" 一 去 ， 则 上 述 方程 为 
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玛 一 4zs 一 3z， 
即 
8z 一 6z 一 1 一 0. © 
这 样 三 等 分 任意 角 的 问题 就 转化 为 这 个 方程 的 根 是 否 为 可 作 图 量 的 问题 . 应 
用 本 题 开 始 介绍 的 定理 ,如 能 证 明 此 方程 没有 有 理 根 ,那么 三 等 分 60" 就 是 不 可 能 
的 . 下 面 证 明 这 一 点 ,根据 定理 6.8, 如 果 这 个 方程 有 有 理 根 , 则 它们 必 为 士 1 


士 于 ， 士 于， 士 1 中 的 一 个 或 若干 个 ,可 以 验证 上 面 各 数 都 不 是 原 三 次 方程 的 根 ， 


因此 它 没有 有 理 根 . 根据 定理 6.7, 它 的 根 (其 中 之 一 为 cos 20") 不 能 用 尺 规 作出 ， 
问题 得 证 . 


3.3 化 圆 为 方 问题 


在 证 明 化 圆 为 方 不 可 能 时 ,因为 要 用 到 一 些 新 概念 ,因此 先 介绍 ,然后 再 证 明 . 

次 6 岗 。 若 复数 < 是 某 个 整 系数 代数 方程 

f(7) = ar tar™ tar™ + 二 amiz+a, =0 

的 根 , 则 称 5 是 代数 数 . 

根据 定义 ,显然 所 有 的 自然 数 均 为 代数 数 ,这 是 因为 z 一 n= 二 0 (anE N); 同 理 
所 有 的 整数 .所 有 的 有 理 数 均 为 代数 数 . 某 些 无 理 数 也 可 能 是 代数 数 ,比如 ,V2 是 
方程 一 2==0 的 根 , 故 无 理 数 /3 是 代数 数 .但 不 是 全 部 ,如 x, e 等 . 除 此 之 外 某 些 
复数 也 可 能 是 代数 数 . 例如 ,i 是 方程 z? 十 1 = 0 的 根 , 故 复数 i 是 代数 数 . 因为 
sin 村 是 方程 8z' 一 8z? 十 1 一 0 的 根 ,所 以 某 些 特殊 角 的 三 角 函 数值 是 代数 数 . 


荆 现 国 轩 若 " 不 是 代数 数 , 则 称 a 是 超越 数 . 

比如 x，e, 25 ，er，lnr(r 是 有 理 数 ) 等 . 

由 所 有 代数 数组 成 的 数 集 为 可 列 集 ;而 超越 数 集 是 不 可 列 集 . 

两 个 代数 数 的 和 、 差 积 、 商 仍 为 代数 数 . 

显然 ,有 理 数 经 过 有 限 次 的 加 减 乘除 或 开 方 运 算 而 得 到 的 数 则 一 定 是 代数 数 . 
下 面 回 到 证 明 化 圆 为 方 不 可 能 问题 . 

例 4 已 知 圆 的 面积 , 求 作 一 个 正方 形 ,使 它 的 面积 等 于 已 知 的 圆 面积 ,证 明 
这 件 事 用 尺 规 是 做 不 到 的 . 

证 明 : 设 已 知 圆 的 半径 为 ~, 所 求 作 的 正方 形 的 一 边 长 为 zx, 那么 按 求 作 的 条 


贡 沙 口 
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件 应 有 字 二 wr, 取 7 二 1, 则 Zz? 二 x, 所 以 z 一 Vx, 而 Vx 不 是 一 个 可 作 图 的 量 ， 
因为 若 Vx 是 一 个 可 作 图 的 量 , 则 一 定 是 某 个 有 理 数 经 过 有 限 次 的 加 减 乘 除 或 开 方 
运算 而 得 到 的 ,而 根据 上 述 的 讨论 :有 理 数 经 过 有 限 次 的 加 减 乘除 或 开 方 运算 而 得 


到 的 数 则 一 定 是 代数 数 , 故 Vx 是 一 个 代数 数 ,从 而 x 是 代数 数 ,而 这 与 事实 矛盾 . 
所 以 化 圆 为 方 问题 的 尺 规 作 图 是 不 可 能 的 . 


8$4 尺 规 作 图 与 正 多 边 形 


上 面 我 们 证 完了 三 个 著名 的 尺 规 作 图 不 能 问题 ,在 日 常生 活 中 我 们 也 许 更 关 
心 哪些 图 形 是 可 以 用 尺 规 作出 的 ,比如 在 这 些 图 形 中 最 基本 的 是 圆 内 接 正 多 边 形 ， 
早 在 欧 几 里 得 时 代 , 就 已 经 得 到 了 用 尺 规 作 正三 、 四 、 五 和 十 七 边 形 的 方法 . 

例 5 仅 用 尺 规 能 作出 正三 角形 . 

证 明 : 略 . 

例 6 仅 用 尺 规 能 作出 正方 形 . 

证 明 : 略 . 

例 7 仅 用 尺 规 能 作出 正 五 边 形 . 

证 明 : 方法 一 :利用 正 十 边 形 ( 可 以 利用 黄金 分 割 线段 . 因为 圆 内 接 正 十 边 形 
的 一 边 等 于 把 圆 的 半径 黄金 分 割 , 取 较 长 的 那 一 段 ). 

黄金 分 割 :分 割 已 知 线段 ,使 其 中 较 短 一 段 比 上 较 长 一 段 等 于 较 长 一 段 比 全 段 . 


设 线段 AB 长 为 4, 用 分 点 妞 将 其 分 为 两 身上 和 a 一 z, 则 本- 一人， 
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了 十 民 一 过 一 0, 解 得 z 一 着 二 lo. 取 a 一 1 得 z 一 0.618, 黄金 分 负数 


A I Q 一 工 B 
图 7 
方法 二 :直接 分 圆 成 五 等 分 . 通过 分 析 知 os 一 寺 V10 一 2V5. 


理由 : 设 圆 半径 为 1, 如 图 8, 设 AB 是 圆 O 的 内 接 正 五 
边 形 的 一 边 ( 用 as 表示 ),C 是 弧 AB 的 中 点 ,那么 AC 是 内 
接 正 十 边 形 的 一 边 ( 用 ao 表示 ), 作 OAC 的 平分 线 , 交 半 
径 OC 于 D. 2 


因为 /LO 一 吕 一 36", 人 OAC 一 LOCA 一 二 aa BG 


10 
om A @ 


36”) 一 72°, 所 以 


36°, ZADC = LO+ LOAD = 72°, 


Laac _ 72 
0 


因此 LO= AQ4D, LOCA = LADC, 0D = AD = AC. 
又 因为 QAC > 八 ACD, 所 以 QA :4AC=AC:GCD; 即 1:ao 一 ao:(1 一 ao)， 


那么 ao 一 十 C- 1 士 V5); 显然 二 二 不 合 是 意 ,所 以 wo 一 二 (V5 一 1). 
又 因为 OC 垂直 平分 AB ，~O 是 锐角 ,所 以 
AC: = OA’? + OC’ —20C . OE, 
即 


+5—1: =2—20E, 


OE = 卫 W5 十 1D， 


再 由 勾 股 定理 得 : AE = VOA7 一 OE? 一 /1 [4v5+D] lVio 25， 


所 以 as = 4B = 2AB = 二 V10 一 25. 

现在 要 直接 把 贺 5 等 分 ,只 要 把 已 知 贺 的 半径 当 作 单 位 线段 ,设法 作 一 线段 等 
于 二 V10 一 2y5 .该 线段 是 否 能 作出 ? 回答 是 肯定 的 (因为 它 是 由 有 限 次 的 加 减 乘 
除 和 开平 方 得 出 的 ). 从 前 面 的 基本 作 图 可 知 ,只 要 化 成 x 一 VE 干 天 或 x 一 
VC 一 区 的 形式 即 可 


}Vio-a /= 和 /+ 1 | 元 
= Jr+(E!), 
而 RN 
my 全 


这 样 问题 完全 解决 了 ,我 们 依据 分 析 , 可 以 由 下 面 的 作法 ， 
如 图 9: B 
1. 作 已 知 圆 (单位 圆 ) 的 两 条 互相 垂直 的 直径 AB 和 图 9 
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CD ,相交 于 圆心 O. 
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2. 平分 CO 于 H (OH = 去). 


3. 以 万 为 中 心 ,HA 为 半径 画 弧 , 交 OD 于 K. 
HK = HA = VOTE = r+ (3$), 


OK =HK -HO=Nr+(#) -1-31. 


4. 以 点 A 为 圆心 ,AK 为 半径 , 交 圆 O 于 M. 
5. 那么 AM 就 是 已 知 圆 内 接 五 边 形 的 一 边 . 


AM = AK = VATTOK = + (1) 一 上 10 一 2v5. 
例 8 仅 用 尺 规 不 能 作出 正七 边 形 的 边 长 . 
分 析 : 问题 转化 为 是 否 能 求 作 一 个 x 的 角 的 问题 


证 明 : 正七 边 形 作 图 可 以 归结 为 求 作 9 = 子 x 的 角 的 作 图 , 即 70 一 27. 
因为 39 = 2x 一 49, 故 cos 39 = cos 40, 据 三 角 恒等式 ,有 
4cos’0— 3cos0 = 2(2cos’0—1)’—1, 
8cos‘0— 4cos:0 一 8cos*0 十 3cos0 十 1 = 二 0， 
令 z= 2cosb, 代入 上 式 并 化 简 得 
地 一 好 一 4z2 十 3z 十 2 一 0， 
于 是 得 到 
(z 一 2)(z 十 妇 一 2z 一 1) =0, 


车 + 一 2, 则 cos9 = 1, 此 时 0 关子 x, 此 解 不 合 题 意 , 因 此 必 有 二 十 zz 一 2z 一 


1 二 0, 由 验证 知 士 1 不 是 方程 的 根 ,可 见 , 此 方程 无 有 理 根 ,所 以 正七 边 形 的 边 长 
不 可 能 用 尺 规 作出 来 . 
例 9 仅 用 尺 规 不 能 作出 正 九 边 形 的 边 长 . 


证 明 : 设 09 于, 则 cos30 二 即 4cosb 3cos0 pi 
令 工 = cos9, 则 上 式 可 化 为 8zx’ 一 6zx 十 1 = 0. 
根据 定理 6. 8 该 方程 没有 有 理 根 , 故 它 的 根 cos 人 不 能 用 尺 规 作出 . 因此 正 九 
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边 形 的 边 长 也 不 能 用 尺 规 作 出 . 
例 10 仅 用 尺 规 能 作出 正 十 七 边 形 的 边 长 . 
分 析 : 高 斯 在 (算术 研究 ) 中 得 到 如 下 结果 : 


cos25 二 一 小 十 二 V7 十 二 V34 一 2 V7 ++ 
17™ + 16 
FV17+3VI7 V34—2V —2V34+2Vi7. 


由 上 面 的 例 5、 例 6、 例 7 和 例 10 可 知 正三 、 四 、 五 和 十 七 边 形 是 可 以 用 尺 规 作 
出 的 ,在 此 基础 上 通过 连续 地 二 等 分 角 , 就 可 以 用 尺 规 作出 具有 2"，3。2"，5， 2" 
和 17。 2" 边 的 正 多 边 形 ,这 一 记录 一 直 保持 了 2000 多 年 . 那么 是 否 有 一 般 的 规律 
呢 ,1796 年 ,年 轻 的 高 斯 对 这 个 结论 有 了 新 的 改变 . 这 一 年 的 3 月 ,在 他 差 一 个 月 
满 19 岁 的 时 候 ,高 斯 发 现 了 一 个 惊人 的 定理 , 即 : 

一 个 具有 素数 条 边 的 正 多 边 形 可 以 用 尺 规 作出 的 充 要 条 件 是 其 
边 数 为 形 如 N = p = 2 十 1 的 素数 . 

正 n 边 形 可 用 尺 规 作出 的 充 要 条 件 是 可 分 解 为 2 的 时 和 不 同 
的 费 马 素数 ( 即 2* 十 1 形式 的 素数 ) 的 乘积 , 即 


n= 2"pipa""*pr, 


其 中 p; 是 2* 十 1 型 的 素数 且 各 不 相同 ( 注 :这 个 定理 的 完整 证 明 需 要 用 到 伽 罗 瓦 
理论 ,这 里 证 明 略 ). 

有 了 这 个 定理 ,关于 仅 用 尺 规 等 分 圆周 或 作 正 多 边 形 的 可 能 性 问题 得 到 圆满 
解决 . 比如 :圆周 等 分 数 在 100 以 内 的 ,可 用 尺 规 作 图 的 仅 24 个 , 即 3, 4, 5, 6, 8， 
10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96 ,其 
余 76 个 均 不 能 . 

n 二 300 时 ,满足 条 件 的 n 有 37 个 :3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20， 
24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102, 120, 128, 136, 160, 
170, 192, 204, 240, 255, 256, 257 ,272. 

但 当 n 之 300 时 ,如 何 作 以 及 如 何 判断 2* 十 1 型 的 数 是 素数 ,仍然 很 困难 ,并 
未 得 到 完全 解决 . 

如 果 放 低 要 求 , 将 任意 角 三 等 分 这 件 事 也 是 可 以 办 到 的 ,方法 也 很 多 ,在 本 章 
结束 前 介绍 重要 的 三 种 方法 供 参 考 . 

方法 一 : 利用 有 刻度 的 直 尺 . C 

把 所 要 三 等 分 的 人 AOB 的 一 边 BO 延长 (如 


图 ) ,再 以 O 为 圆心 ,任意 的 长 7 为 半径 , 画 一 个 半 FF 0 
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, 跟 角 的 另 一 边 相交 于 C, 过 C 点 用 直 尺 作 一 直线 ,与 半圆 和 BO 的 延长 线 交 于 
下 、 下 两 点 ,使 EF 恰巧 等 于 圆 的 半径 xr. 具体 可 以 这 么 作 : 事 先 在 直 尺 上 记 下 E、 下 
两 点 ,使 它们 中 间 的 距离 等 于 ~, 然后 绕 C 点 滑动 直 尺 的 位 置 ,使 直 尺 上 的 点 EE、 下 
分 别 落 在 半圆 和 BO 的 延长 线 上 . 这 是 完全 可 能 的 , 因此 , 就 得 到 ~F = 


了 LAOB. 因为 EF = ED = OC, LAOB = LOCE + LF=ALOEC+ LF= 


LF+ZBOF + ZF = 3ZF. 
方法 二 : 利用 双 曲 线 . 
希腊 数学 家 帕 普 斯 (Pappus) 借 助 于 双 曲 线 三 等 分 


一 角 . 具体 如 下 :如 图 11 所 示 , 取 离心 率 e 一 一 2 的 


双 曲 线 . A、A 为 顶点 ,O 为 双 曲 线 的 对 称 中 心 ,FF、F” 
为 焦点 . 易 知 AF’ 的 中 垂 线 DD' 是 此 左 支 曲线 的 准 线 . 
以 AF"' 为 弦 , 作 圆 弧 已 CA ,使 含有 圆周 角 为 已 知 角 ; 准 
线 DD' 交 此 弧 于 C. 又 以 C 为 圆心 , CF' = CA 为 半径 


作 圆 弧 交 双 曲 线 ( 左 支 ) 于 已, 则 人 PCF' 一 地 人 F'CA. 图 1 


证 明 从 作法 及 双 曲 线 定义 可 知 PM 一 PE (其 中 PM | DD”), 延长 PM 交 


弧 PMA 于 Q, 又 连结 QA, 显 然 有 , FP = PQ = QA, 于 是 人 FCP = 人 PCQ = 
人 QCA. 命题 得 证 . 

方法 三 : 民间 流传 的 “ 战 斧 法 ” 

1835 年 一 本 佚名 著作 中 设计 一 作法 , 颇 为 简洁 ,经 艺术 加 4 BC 
工 后 ,图 形 犹如 战 佐 ,形象 美观 , 故 称 为 “ 战 佐 法 ”作法 为 :如 图 NA 友 
12 所 示 , 三 等 分 线段 AD，B，C 为 三 等 分 点 . 以 BD 为 直径 作 
半圆 . 过 也 作 切 线 . 将 要 三 等 分 的 已 给 角 全 APQ 的 顶点 在 切线 
上 滑动 ,使 其 一 边 过 A, 另 一 边 与 半圆 相 切 , 记 切 点 为 Q, 则 
PB, PC 为 所 求 的 三 等 分 线 . 利用 三 角形 全 等 , 即 八 ABP， 
人 ACBP 与 人 CQP 全 等 ,就 可 证 明 结论 成 立 . 用 全 


本 章 思考 题 


1. 分 别 例 举 三 个 代数 数 和 超越 数 . 

2. 一 元 ?次 方程 可 解 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

3. 几何 作 图 的 三 大 问题 指 的 是 什么 ? 简 述 “立方 倍 积 ” 不 可 能 的 论证 过 程 . 
4. 哪些 角 可 以 三 等 分 ? 简 述 理由 . 


be 
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.介绍 1 至 2 个 近似 将 一 个 角 三 等 分 的 方法 . 

. 在 100 以 内 的 正 多 边 形 中 ,有 多 少 是 可 以 用 尺 规 作出 的 ? 具体 写 出 并 说 明 其 
理由 . 

. 举 一 个 数 域 的 例子 并 证 明之 . 

如 何 证 明 r 或 e 是 超越 数 (查阅 相关 资料 ). 


本 章 参考 文献 
张 黄 宙 , 邹 一 心 《 现 代数 学 与 中 学 数学 )LM]. 上海 教育 出 版 社 ,1990. 


人 


go DN 


附录 1 
扩 域 
(1) 引入 
Xt—4= (z+2)(z —2) 


= (x? 二 2)(z+Y2)(z—V2). 


在 有 理 数 范围 内 x 一 4 只 能 分 解 成 第 一 个 等 式 ,在 域 QLV2] 内 才能 分 解 到 第 
二 个 等 式 ,可 见 多 项 式 的 因 式 分 解 与 数 域 有 密切 的 关系 . 

一 般 来 说 ,一 个 数 域 下 上 的 多 项 式 ,可 在 下 上 不 可 约 , 但 是 将 数 域 下 扩大 后 ， 
有 可 能 变 成 可 约 的 . 那么 扩大 后 的 集合 是 什么 呢 ? 

(2) 定义 : 若 数 域 下 的 数 都 属于 数 域 K , 则 称 天 为 下 的 扩 域 . 记 为 FC K. 

一 元 n 次 方程 可 解 (一 次 因 式 ) 与 扩 域 的 关系 : 

多 项 式 因 式 分 解 , 其 目的 多 半 是 为 了 求 根 (即将 因 式 分 解 到 一 次 ) ,而 为 求 方程 
的 根 , 有 时 必须 把 域 一 次 一 次 的 扩大 . 

一 般 地 说 , 设 方程 
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好 十 az 十 aaz 十 … 十 ov-iz 十 ae 一 0 0 


的 系数 生成 的 域 为 ,其 根 域 为 Fi ( 根 域 : 即 方程 在 域 FE 上 可 分 解 为 一 次 因子 的 
乘积 ,从 而 可 解 ), 则 @ 式 可 解 ,等 价 于 数 域 下 可 以 经 过 有 限 次 添加 根 式 (平方 根 
式 ) 而 一 扩 再 扩 , 直 至 扩 至 根 域 Fi 为 止 . 可 以 证 明 ,对 方程 @O, 总 存在 有 限 个 中 间 
域 互 , Fi，…, Fi-i, 使 = FoC FC FC…C Fn CF 成 立 .其 中 每 一 个 
FF; 都 是 由 前 一 个 数 域 下 -添加 F:-1(1 之 i 二) 中 的 数 所 得 到 的 根 式 (平方 根 式 ) 
而 成 的 扩 域 . 


© O00 Fa 


附录 2 

另外 一 种 层面 上 证 明 ( 高 等 数学 ) : 

先 介绍 3 个 定理 : 

定理 1 车 r 二 (zx, y) 是 R? 的 子 集 Po 中 的 可 作 图 量 ,K。 是 由 点 Po 的 坐标 
而 生成 的 R 的 子 域 , 则 : 

(1) CKo[z]:Ko] = 2 (扩大 的 次 数 ); 

(2) CKo[y]:Ko] = 2. 

定理 2 设 K[aj:K。o 为 单纯 扩大 , 则 : 

当 扩 大 为 超越 扩大 时 CK[a]:K] = co 

当 扩 大 为 代数 扩大 时 CK[aj:K) = degm (其 中 是 a 的 K 上 的 最 小 多 项 式 
的 次 数 ). 

定理 3(Eisenstein 判定 定理 ) 

设 Fo = oo 十 oat 十 … 十 at 十 ao 是 己 上 的 多 项 式 , 若 存在 满足 下 列 条 
件 的 质数 9， 

(1) q 不 整除 4, ; 

(2) glai(i=0, 1, 2,*…, n—1); 

(3) gq 不 能 整除 oo. 
则 了 在 Q 上 是 不 可 约 的 . 


用 上 述 定理 具体 证 明 : 
立方 倍 积 问题 


*e09@ 炉 溢 迟 当 于 二 澡 当 到 


a—2=0. 
反 证 :车 a 可 用 尺 规 作 图 , 则 


[QLa]:Q® = 2. 


又 因为 a 是 Q 上 的 多 项 式 f(z) = 一 2 的 根 ,而 f(z) = 一 2 在 Q 上 不 可 约 
( 据 Eisenstein 判定 定理 ,存在 素数 2, 满足 2 不 整除 1, 2 整除 2, 4 不 整除 2). 所 
以 Fi) 一 所 一 2 是 < 的 Q 上 的 最 小 多 项 式 . 因此 


[Q[a]:Q® = degf 01) = 3， 


@ 与 @ 了 矛盾, 故 不 是 可 作 图 的 量 . 

(从 Q 到 Q[aj 的 扩大 是 代数 扩大 ) 

三 等 分 角 问题 

不 妨 设 这 个 角 为 了 .将 角子 三 等 分 就 相当 于 给 定 两 点 (0，0)，(1，0) 作 出 点 


O 
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(a, 0) ,其 中 一 cos 参见 图 13. 


如 果 上 述 点 可 作 的 话 , 那 么 也 一 定 能 作出 点 (8， 


0), 其 中 8== 2cos 村 


由 三 角 公式 cos 30 二 4cos3b 一 3cos 9, 可 得 
一 38 一 1 一 0 ( 设 0 一 呈 ). 


(0.0) 1,0) 


另 一 方面 根据 Fisenstein 判别 法 知 : f(z 十 1) 一 
如 十 3 一 3 在 Q 上 不 可 约 ,因此 f(t) = 一 31 一 1 在 图 13 
Q 上 也 不 可 约 , 故 f(z) = 一 3 一 1 是 8B 在 Q 上 的 最 
小 多 项 式 , 所 以 [Q(B) :Q] = deg f(z) = 3, 这 与 8 可 作 图 矛盾 . 

同 此 用 尺 规 将 任意 一 个 角 三 等 分 是 不 可 能 . 
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附录 3 
尺 规 作 图 与 代数 的 关系 

以 上 三 个 著名 的 尺 规 作 图 问题 是 用 代数 方法 解决 的 . 我 们 不 仅 要 问 尺 规 作 图 
与 代数 之 间 有 哪些 关系 ? 先 来 看 作 图 公法 : 

公理 

(1) 通过 两 个 已 知 点 可 作 一 条 直线 . 

(2) 已 知 圆心 和 半径 可 作 一 圆 . 

(3) 已 知 两 直线 ,或 已 知 一 直线 和 一 圆 ,或 已 知 两 圆 , 如 果 相交 ,可 作出 交点 . 

在 平面 几何 中 所 谓 完成 了 一 个 作 图 ,就 是 能 把 问题 归结 为 有 限 次 上 述 几 个 公 
法 作 图 . 据 上 述 公 法 , 易 知 尺 规 的 功能 可 归结 为 画 线 、 作 圆 和 求 交 点 . 而 画 直 线 关键 
是 找 出 两 个 点 ; 作 圆 关键 是 找 圆心 和 圆周 上 的 点 ;直线 与 直线 、 直 线 与 圆 、 圆 与 圆 的 
交点 也 是 找 点 . 因此 尺 规 作 图 问题 ,实质 是 转化 为 求 点 的 问题 ,由 解析 几何 知识 知 ， 
求 交 点 可 用 两 个 方程 联 立 表示 ,具体 见 表 1. 


表 1 作 图 公法 与 解析 几何 的 关系 
作 图 公法 解析 几何 
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通过 两 个 已 知 点 (a, 锯 )，(az, 可) 可 
作 一 条 直线 


已 知 圆心 (a, 8) 和 半径 7 可 作 一 贺 (zz 一 @)2 十 (3 一 六 一 天 © 


(bz —h)r+ (a —a)y+abh —ab=0 0 
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续 表 


作 图 公法 解析 几何 
re Ct 。 
: az 十 包 十 c 一 0， 
一 直线 与 一 加 有 交点 (Ca 六 
(z—a)?+(y—b)? =f, 
i {Coy On) 4 S 
点 求 交点 坐标 :有 限 次 的 十 、 一 、X、 垃 及 开平 方 
运算 
原来 是 几何 上 的 图 形 一 一 直线 和 圆 , 却 换 了 一 个 面目 , 变 成 了 代数 上 的 方 


程 一 一 二 元 一 次 方程 和 二 元 二 次 方程 了 . 
方程 (6; 一 请 )z 十 (ai 一 az)3 十 (az 久 一 al bz) 一 0, 它 的 系数 可 以 从 已 知 点 


高 的 坐标 用 有 理 运算 作 图 求 得 . 
大 方程 @ 的 另 一 种 形式 : 之 十 将 一 2az 一 2by 十 (o 十 大 一 于 ) 二 0, 同样 它 的 系 
移 数 可 从 已 知 元 素 用 有 理 运算 作 图 求 得 
方程 @ 的 根 是 : = 一 2 全 一生 ，y 一 到 全 二 至 全 ,因此 , 它 也 可 以 用 有 理 运算 
® 作 图 求 得 . 
? 解 方程 组 @, 它 的 根 是 : z 二 p 十 9s ,，y 二 户 土 9Ys (s,s 之 0) 其 中 p,q，s 
| 与 pz', 4 ，s 都 是 仅 含 a， b,c 与 a1, b,c 的 有 理 函数 ,因此 ,z、y 也 可 以 用 有 理 
运算 及 开平 方 作 图 求 得 . 
方程 @ 与 上 述 方程 组 有 同 解 ,因此 这 个 方程 组 的 根 仍 同 于 方程 @ 的 形式 ,也 可 
以 用 有 理 运 算 及 开平 方 作 图 求 得 . 


综 上 所 述 ,在 平面 上 引进 坐标 后 ,就 把 几何 作 图 转化 为 代数 运算 :于 是 ,确定 点 
就 是 确定 它们 的 坐标 ;确定 直线 或 圆 就 是 确定 它们 的 方程 ;确定 直线 与 直线 、 直 线 
与 圆 . 贺 与 圆 的 交点 就 是 确定 交点 的 坐标 , 即 求 这 个 方程 的 解 . 由 于 直线 和 圆 的 方 
程 都 不 超过 二 次 ,因此 它们 的 根 (交点 的 坐标 ) 仅 施行 十 、 一 、X、 盖 及 开平 方 即 可 
求 得 . 反复 使 用 上 述 公理 ,也 就 是 反复 施行 十 、 一 、X、 二 及 开平 方 五 种 运算 ,始终 
不 会 超过 这 个 范围 . 

因此 , 凡 可 用 尺 规 作 图 的 线段 ,只 能 表 为 X 二 @B (4, as，…, am), 其 中 a; 是 
已 知 线段 ,而 仅 含 有 限 次 有 理 运 算 及 开平 方 的 一 次 齐 次 式 . 换 句 话说 : 

用 尺 规 作 图 的 线段 X 一 B (ca ，az，…，an) 的 必要 条 件 是 仅 含有 限 次 加 、 减 、 
乘 、 除 及 开平 方 五 种 运算 . 


ne 


综合 上 述 两 方面 的 叙述 , 尺 规 作 图 可 能 性 准则 ,从 代数 来 看 ,可 以 叙述 成 如 下 
定理 : 

定理 ” 尺 规 作 图 可 能 的 充 要 条 件 是 确定 所 求 几 何 元 素 的 量 是 一 些 系数 可 以 作 
图 的 一 次 或 二 次 方程 的 根 . 
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第 七 章 对 称 与 群 


当 我 们 欣赏 自然 界 的 时 候 , 总 是 感叹 自然 界 的 完美 对 称 , 有 各 种 各 样 的 有 趣 图 
案 . 比如 我 们 认为 人 是 对 称 的 花瓣 是 对 称 的 ` 字 母 T 是 对 称 的 ,这 些 结论 很 多 来 
自 人 的 直觉 ,为 什么 这 么 说 呢 ? 因为 在 日 常生 活 中 , “对称” 的 含义 不 够 严格 ,有 时 
与 “均衡 "“ 对 等 ”的 意思 相同 , “对称 ”的 确切 定义 知道 的 人 可 能 不 多 ,在 这 一 章 我 
们 将 寻求 一 下 对 称 的 数学 定义 . 怎样 将 其 抽象 成 为 数学 问题 来 研究 呢 ? 我 们 考虑 
简单 一 点 的 图 形 ,首先 来 看 问题 : 

1. 下列 图 形 : 梯 形 , 平 行 四 边 形 ,正三 角形 ,正方 形 , 圆 ,哪些 是 对 称 图 形 ? 

2. 这 些 图 形 中 你 认为 最 对 称 的 图 形 是 什么 ? 也 许 直觉 会 告诉 我 们 除了 梯形 
以 外 其 他 的 都 是 对 称 的 . 圆 要 比 正方 形 对 称 ,而 正方 形 比 正三 角形 要 对 称 一 些 , 那 
么 这 些 感觉 对 吗 ? 如 果 对 的 话 在 数学 上 有 没有 合理 的 解释 ? 
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8$1 对 称 的 定义 


1.1 平面 图 形 的 对 称 


要 回答 上 述 问题 首先 要 了 解 什么 叫 平面 图 形 的 对 称 ,其 次 如 何 将 它们 量化 . 这 
里 我 们 主要 探讨 平面 上 有 限 图 形 的 问题 . 

我 们 试图 从 运动 的 观点 来 寻找 答案 . 对 上 述 给 出 的 图 形 我 们 发 现 正 三 角形 绕 
其 中 心 旋转 120"，240" 或 沿 其 三 条 中 线 翻 折 后 能 回 到 自身 ;正方形 能 绕 其 中 心 旋 
转 90"，180"，270" 或 沿 其 水 平 线 、 铅 直线 和 对 角 线 的 翻 折 能 回 到 自身 ; 圆 绕 圆心 的 
旋转 或 沿 圆心 的 直线 的 翻 折 都 能 回 到 自身 ;平行 四 边 形 绕 其 中 心 旋转 180" 后 也 能 
回 到 自身 . 这 些 图 形 的 共同 特点 是 经 过 运动 后 能 与 自身 重奏 ,因此 用 描述 性 语言 来 
刻画 一 个 平面 图 形 下 是 对 称 的 . 

证 和 所谓 图 形 的 对 称 就 是 指 经 过 运动 后 能 够 与 其 自身 重 春 的 图 形 . 
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显然 ,这 些 运动 满足 平面 上 任意 两 点 间 的 距离 保持 不 变 . 根据 沙 勒 
(M. Chasles,，1793 一 1880) 的 研究 ,平面 上 保持 距离 不 变 的 运动 有 且 仅 有 下 列 三 
种 : 沿 任 一 给 定向 量 的 平移 ;以 任意 点 为 中 心 的 旋转 ; 沿 某 一 直线 作 翻 折 后 再 沿 该 
直线 上 的 一 个 向 量 作 一 平移 (包括 作 纯 翻 折 ). 所 以 ,把 旋转 \ 平 移 、 翻 折 和 它们 的 相 
继 实施 ,统称 为 “ 保 距 运 动 ”. 从 变换 的 角度 看 就 是 “ 保 距 变换 ”. 平面 上 的 变换 ,是 指 
到 自身 的 一 个 对 应 ,平面 上 的 运动 是 指 一 个 保 距 变 换 , 即 变换 后 任意 两 点 间 的 距离 
是 一 样 的 . 为 了 较 完 整地 了 解 这 部 分 的 知识 , 先 看 下 面 的 相关 概念 . 

在 上 述 “ 运 动 ” 的 定义 下 ,“ 不 动 ” 也 可 看 作 一 种 “运动 ”, 它 可 视 为 旋转 0" 的“ 运 
动 ”, 或 平移 5 一 0 的 “运动 这样 ,任何 平面 图 形 都 会 在 某 种 “运动 "下 不 变 ,因为 它 
至 少 在 “不 动 ” 下 不 变 . 如 果 一 种 平面 图 形 ( 例 如 一 般 梯形 ) 只 在 “不 动 ”这 种 “运动 ” 
下 才 不 变 , 那 么 我 们 就 认为 该 平面 图 形 的 对 称 性 最 差 , 也 就 是 我 们 平时 认为 的 “不 

由 这 一 观点 自然 的 延伸 ,就 可 以 想到 描述 平面 图 形 对 称 性 强 弱 的 一 种 量化 的 
方法 . 这 就 是 把 所 有 使 某 平 面 图 形 K 不 变 的 “运动 ” 放 在 一 起 ,构成 一 个 集合 , 记 为 
SCK) ,并 称 其 为 K 的 对 称 集 . 集合 SCK) 元 素 的 个 数 就 可 以 来 衡量 对 称 的 强 弱 . 

证 把 SCK) 称 为 平面 图 形 K 的 对 称 . 

这 样 我 们 就 把 图 形 K 的 直观 对 称 的 概念 用 精确 的 数学 语言 一 一 集合 SCK) 来 
刻画 :K 的 对 称 就 是 集合 SCK). 也 许 我 们 无 法 “证 明 ” 这 个 S(K) 就 是 你 心目 中 的 
对 称 ,SCK) 只 是 我 们 心目 中 直观 对 称 概念 的 一 个 数学 模型 ,但 是 从 实践 来 看 ,这 个 
数学 模型 是 可 接受 的 ,是 好 的 . 

比如 正三 角形 的 对 称 集 是 由 : 恒 等 运 动 、 绕 其 中 心 作 120"、240 的 旋转 以 及 关 
于 将 AABC 沿 三 条 中 线 所 做 的 翻 折 等 平面 运动 组 成 , 即 

SCA) = {1, mary roy， fas fe, fe}, 


或 写成 SA) = (I, 天， 六 fr，fr'), 其 中 7 表示 逆 时 针 旋转 120"，f 表示 
翻 折 . 

再 比如 正方 形 ABCD 的 对 称 集 是 由 : 恒 等 运动 ` 绕 其 中 心 做 90"、180”、270” 
的 旋转 以 及 关于 两 条 对 角 线 和 两 条 对 边 中 点 连 线 所 做 的 翻 折 等 平面 运动 构成 , 即 


S(D) = {1, ree, riso» rzrr, fxk¥， fw, fr» fe}. 


我 们 现在 来 回答 本 章 开头 的 问题 :在 梯形 .平行 四 边 形 、 正 三 角形 、 正 方形、 贺 
中 最 对 称 的 图 形 是 什么 ? 为 什么 ? 有 了 上 面 数学 的 刻画 ,现在 的 回答 就 不 是 通过 
感觉 得 到 的 ,而 是 可 以 通过 计算 这 些 图 形 的 对 称 集合 S(K) 的 元 素 个 数 即 可 . 因为 
1S(A)|=1,15(D)|=2,|S(A)|=6, 1S(D)|=8,|S5(O)|= co, 也 就 
是 对 上 述 图 形 的 对 称 集 进行 了 量化 ,由 于 | S(O) |>1|1 SCD) |>| SCA) |> 


ee@@ 绯 咱 芝 学 其中 口 


ee po 
i 


| SCD) | 二 1 S( 人 全) |, 所 以 圆 是 所 有 平面 图 形 中 最 对 称 的 图 形 ,正方 形 比 正三 角 
形 要 对 称 ,这 样 我 们 不 仅 验 证 了 直觉 的 正确 性 ,而 且 给 了 合理 的 解释 . 


1.2 nn 元 多 项 式 的 对 称 


如 同 研究 “平面 图 形 的 对 称 ” 时 一 样 ,把 “n 元 多 项 式 的 对 称 ”, 也 从 直观 的 感觉 
抽象 为 数学 的 叙述 . 所 谓 nn 元 多 项 式 是 指 形 如 f 二 f(z1， zs，…， xz,) 的 多 项 式 . 
以 3 元 为 例 我 们 来 看 一 下 下 列 多 项 式 中 哪个 最 对 称 ? (1) fi = zi 十 zz 十 x3; 
(2) fz 一 六 十 0z 一 zi (3) 及 三 (zi 一 zz)(zz 一 za)(zi 一 zs)3 (4) fi = xz? zi. 
我 们 也 试图 从 运动 中 的 不 变性 看 “多 项 式 对称 ” 

定义 73 我 们 把 多 项 式 中 某 个 zx; 与 zi 对 换 后 ,使 这 个 多 项 式 不 变 的 置换 ， 
称 为 对 称 变换 . 

比如 对 多 项 式 万 一 二 十 za 十 zi, 如 将 zi 与 zo 对 换 , 则 为 zz 十 zi 十 zs 与 万 
相同 , 即 多 项 式 没有 变 ,所 以 二 (12) 就 是 多 项 式 fi 的 一 个 对 称 变换 . 类 似 地 我 
们 也 可 以 定义 一 种 描述 元 多 项 式 对 称 性 强 弱 量化 的 方式 , 即 把 所 有 使 元 多 项 
式 了 不 变 的 “n 元 置换 ” 放 在 一 起 ,构成 一 个 集合 记 为 S(/) , 称 为 f 的“ 对称 集 ”. 
S(/) 中 元 素 个 数 |S(/) | 是 对 f 的 对 称 性 的 量化 描述 . 比如 这 里 是 三 元 多 项 式 , 其 
中 SCf1) =={(12), (13), (23), (123), (213), e), 故 | S(f1) |= 6; 同 理 可 求 得 
1 SC(f) |==1,1S(f;) |=3, |S(f) |=2, 因此 所 i 最 对 称 ,其 次 为 3, fi, 而 fo 
对 称 性 最 差 ,由 于 | S(f;) |= 1, 即 仅 在 “不 动 ”的 运动 下 保持 不 变 , 故 f; 不 对 称 . 

我 们 在 近世 代数 中 已 经 知道 n 元 置换 一 共有 n! 个 .如果 f 是 n 元 多 项 式 , 则 
SC1) 是 全 体 n! 个 n 元 置换 所 构成 集合 的 子 集合 ,所 以 | S(f) | n!l. 当 
1 5( 有 ) | 二 nl 时 , 任 一 元 置换 都 将 保持 了 不 变 ,这 时 f 称 为 n 元 对 称 多 项 式 . 
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$2 对 称 与 群 的 关系 


下 面 把 讨论 “平面 图 形 的 对 称 ”与 “n 元 多 项 式 的 对 称 ” 中 形成 的 数学 思想 综合 
起 来 ,用 “ 子 集 对 称 ”的 语言 来 统一 地 描述 客观 事物 的 “对 称 ”. 大 千 世界 千变万化 ， 
但 变 中 有 不 变 ,比如 日 升 日 落 , 地 球 绕 太 阳 转 等 . 同样 对 集合 也 是 一 样 ,为 了 说 明 这 
点 ,我 们 先 介绍 一 些 相关 的 概念 . 

庞 充 天” 设 A 为 集合 ,B 是 A 的 子 集 ,把 所 有 使 得 y(B) = B 的 对 称 变换 j 
构成 的 集合 , 称 为 B 的 对 称 集 , 记 为 S(B). 

区 8 设 M 与 N 为 两 个 非 空 集合 ,如 果 有 一 个 规则 /, 通 过 这 个 规则 了 ， 
对 于 M 中 的 每 一 个 元 素 z 都 能 确定 出 集合 N 的 唯一 的 一 个 元 素 z“, 则 称 f 是 从 


mm ee 


集合 M 到 集合 NN 的 一 个 映射 (对 应 ). 
f:M—N, 
rz = f(z). 


所 谓 对 应 f 是 一 一 对 应 , 即 f 既是 单 射 ,又 是 满 射 . 由 了 是 满 射 可 知 对 于 N 中 
的 每 一 个 元 素 xz, 在 /之 下 都 有 原 像 x € M; 再 由 是 单 射 ,zx 的 这 个 原 像 + 是 唯 
一 确定 的 . 于 是 用 映射 的 定义 来 衡量 ,这 相当 于 说 有 一 个 规则 , 它 给 集合 N 中 的 每 
一 个 元 素 z' 在 集合 M 中 确定 唯一 的 一 个 像 元 素 z, 使 得 f:z>zx ,任意 x Ee N. 因 
此 所 说 的 这 个 规则 是 从 N 到 M 的 一 个 映射 ,我 们 把 这 个 映射 记 为 广 ' , 即 有 
:NM, 
并 一 工 (任意 ze N)， 


其 中 f(x) = xz“. 
通常 把 一 一 映射 /:M 一 NN 确定 的 映射 /7 :N 一 M 称 为 的 逆 映 射 . 显然 ， 


广 ! 也 是 一 一 映射 ,而 广 :也 有 自己 的 道 映射 ( 广 :2 一, 并 且 (C 广 2 一 六 由 此 可 第 
见 ,映射 /:M>N 是 双 射 意味 着 “成 双 ” 地 出 现 两 个 映射 /与 /1, 二 者 互 为 逆 过 
映射 . 
一 般 地 ,如 果 /是 从 集合 M 到 其 自身 的 一 个 映射 , 即 称 
f:M—M, :| 

rx/(z), . 

日 


则 称 是 集合 M 的 一 个 变换 , 即 下 面 的 定义 . 

庭 询 两 8 。M 是 任意 一 个 非 空 集合 ,M 的 变换 是 指 M 到 自身 的 一 个 对 应 ,M 
的 一 一 变换 是 指 M 到 自身 上 的 一 一 对 应 . 

斌 多 7 殉 ”M 是 一 个 非 空 集合 ， 六 、g 是 M 的 两 个 变换 . 规定 映射 h(x) 一 
f(g(z)) (对 任意 的 zxE MD. 易 证 是 M 的 变换 ,我 们 称 h 是 变换 /和 g 变换 的 
乘积 (或 称 为 合成 ), 记 着 h = fg. 

可 以 证 明 M 的 两 个 一 一 变换 的 乘积 仍然 是 一 一 变换 . 可 以 证 明 变换 的 乘法 满 
足 结 合 律 , 即 f(gh) = (fg)h. 

证 驳 允 (人 恒 等 变换 ) 把 M 中 的 每 一 个 元 素 z 对 应 到 z 本 身 的 变换 称 为 恒 
等 变换 , 记 为 工 即 

T: M—M, 


加 < 为 


可 以 证 明 : 恒 等 变换 是 一 一 变换 ; fj 二 广 了 一 工 
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现在 我 们 回 到 集合 中 的 “ 变 ” 与 “不 变 ”. 

“ 变 ” 是 指 集合 A 上 有 特点 的 一 些 可 北 变 换 , 每 个 可 逆 变 换 y 都 “改变 ”了 集合 
A 中 的 元 素 和 子 集 . 这 里 的 “不 变 ” 是 指 对 于 A 的 一 个 具体 的 子 集 , 有 些 y 在 整体 
上 保持 子 集 B 不 变 , 即 y(B) = B, 称 这 样 的 y 为 “B 的 对 称 变换 ”. 

子 集 B 的 对 称 集 S(B) = {jy | p(B) = B} 是 一 个 定义 了 运算 的 集合 . 如 同上 
面 一 样 , 易 证 SCB) 的 运算 满足 下 面 4 条 运算 律 : 

(1) 封闭 律 :SCB) 中 任意 两 个 元 素 jn，p 相继 作用 的 结果 和 (pe(B)) 一 
Am (CB) = 了 3, 即 仍 为 整体 不 变 , 故 mape 仍 在 SCB) 中 . 

(2) 结合 律 :SCB) 中 任意 三 个 元 素 ja， jp， pe 的 运算 ,可 证 pu (ars(B)) 一 
(pp) p(B). 

(3) 存在 单位 元 :SCB) 中 总 有 一 个 特殊 的 元 素 , 即 恒 等 变换 , 它 如 同 数 的 乘法 
中 的 1 与 任何 元 素 作 运算 都 保持 该 元 素 不 变 . 

(4) 每 一 个 元 存在 逆 元 :对 SCB) 中 任 一 元 素 y, 与 /二 ! (也 在 SCB) 中 ) 相 继 作 
用 的 效果 恰 相 当 于 (3) 中 的 恒 等 变 换 即 不 动 , 称 w 为 w 的 逆 元 . 

以 上 SCB) 满 足 的 4 条 重要 性 质 与 数学 中 群 的 概念 非常 吻合 , 群 的 概念 如 下 : 

定 色 19 群 是 指 一 个 特定 的 集合 ,该 集合 上 的 一 种 运算 满足 一 定 的 性 质 . 
具体 来 说 , 即 :G 是 一 个 群 , 是 指 

(1) G 是 一 个 集合 ; 

(2) 存在 二 元 运算 ( 记 为 @), 它 是 GXG 一 G 的 一 个 映射 ; (封闭 性 ) 

(3) G 关 于 二 元 运算 满足 群 公理 : 

(i) 结合 性 公理 ”对 G 的 任意 元 素 r, s, t, 都 有 和 r@(s@?) = (rr 四 Q@5 

(ii) 单位 元 素 公 理 在 G 中 存在 元 素 e, 使 得 对 G 中 任何 元 素 -, 都 有 r@e 一 
e@r=r; 

(iii) 道 元 素 公理 ”对 G 的 任何 元 素 r, 都 存在 G 中 的 唯一 元 素 一 ,使 得 
r@m=m@r=e. 

根据 群 的 定义 ,显然 对 称 集 SCB) 构 成 群 , 称 其 为 B 的 对 称 变 换 群 . 综 上 所 述 ， 
我 们 发 现 原来 对 称 是 可 以 用 现代 数学 中 的 群 来 进行 刻画 . 这 使 我 们 想到 了 一 句 非 
常 能 表现 群 与 对 称 关系 的 经 典 语句 “ 群 即 对 称 ”. 下面 我 们 来 简单 回顾 一 下 群 概念 
的 由 来 . 
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$3 群 及 其 例子 
群 的 来 源 最 初 起 于 方程 求解 问题. 代数 方程 是 古典 代数 学 的 主要 内 容 , 最 简单 


ER 
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的 一 、 二 次 方程 的 求解 早 为 大 家 所 熟悉 : 
一 元 一 次 方程 az 十 b 二 0 (a 关 0), 则 


> (GD 
a 


一 元 二 次 方程 ax? 十 tz 十 c 二 0(a 隆 0), 人 们 在 纪元 前 就 已 会 解 , 它 的 根 由 下 
列 公式 表达 


一 二 4 士 V 克 一 4 (2) 
ee 
一 元 三 次 方程 十 9? 十 cr 十 d = 二 0 (3) 的 求 根 公式 ,16 世纪 由 塔 尔 塔 利 亚 
(Tartaglia, 1499 一 1557) 和 卡尔 达 诺 (Cardano, 1501 一 1576) 得 到 ,方法 是 : 作 代 换 
y =z 一 如， 将 (3) 化 为 缺 项 三 次 方程 六 十 py 十 g 二 0 《4)，(4) 的 根 由 公式 yi 一 
A 二 +B, yz 一 mA 十 omB, ys 一 oA 十 了 B 给 出 .其 中 m， os 为 三 次 单位 根 ， 


2 3 2 3 
at + (8) a- /E+ +( 
一 元 四 次 方程 x 十 ar; 十 br? 十 cz 十 4 =0 的 求 根 公式 由 费 拉 里 (Ferrari， 
1522 一 1565) 给 出 . 他 先 将 方程 变形 为 


(z+gzt2) zx (+ 6)+z(a—O + —d), (5) 
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令 右边 为 完全 平方 , 即 由 
(MU—O)’= 0 —d)(a+8—4b), 
求 出 4 值 ,代入 (5) 式 ,化 为 


(2+gzta) = ar tp’, 


归结 为 两 个 二 次 方程 求解 . 

人 们 看 到 二 次 方程 至 四 次 方程 的 根 ,都 能 用 方程 系数 的 根 式 来 表示 . 因此 人 们 
想 继续 探求 五 次 方程 用 方程 系数 的 根 式 来 表达 根 的 公式 , 亦 即 研究 一 元 五 次 方程 
的 根 式 解 问题 . 然而 经 过 一 百 多 年 的 努力 ,未 获 成 功 . 有 创意 的 数学 家 开始 考虑 相 
反 的 问题 :五 次 方程 一 般 没 有 根 式 解 . 阿 贝 尔 (Abel，1802 一 1829) 用 高 斯 (Gauss， 
1777 一 1855) 研 究 二 项 方程 的 方法 ,研究 一 般 情况 ,证 明 高 于 四 次 的 方程 ,一 般 没有 
根 式 解 . 但 他 的 工作 没有 做 完 就 过 早 地 病逝 了 . 伽 罗 华 (Galois，1811 一 1832) 改 进 
了 拉 格 朗 日 (Lagrange，1736 一 1813) 的 工作 ,从 方程 根 的 置换 群 人 手 , 用 置换 群 的 
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理论 彻底 阐明 了 代数 方程 可 用 代数 方法 求解 的 依据 ,这 些 后 来 就 发 展 成 为 当今 代 
数学 中 有 趣 而 又 很 基本 的 一 部 分 一 群 论 中 的 伽 罗 华 理论 . 每 一 个 代数 方程 都 有 
一 个 对 称 群 , 即 伽 罗 华 群 ,其 抽象 结构 决定 着 高 次 方程 的 解 能 否 用 平方 根 , 立 方 根 
之 类 的 根 式 来 表达 . 下 二 QCa ，…， a,) 上 的 代数 方程 


好 十 az 十 … 十 ao-iz 十 an 一 0， 


当 且 仅 当 它 的 伽 罗 华 群 为 可 解 群 时 ,此 方程 可 用 代数 方法 求解 . 五 次 或 五 次 以 上 方 
程 一 般 没有 根 式 解 . 伽 罗 华 群 可 以 告诉 我 们 ,哪些 高 次 方程 的 解 是 可 以 用 由 根 式 组 
成 的 有 限 公 式 来 表达 的 ,但 是 并 不 能 给 出 这 个 公式 . 如 今 的 计算 机 程序 不 仅 可 以 计 
算出 一 个 高 次 方程 的 伽 罗 华 群 ,而 且 能 给 出 求解 公式 (如 果 有 解 的 话 ). 到 1854 年 ， 
英国 的 凯 莱 (Cayley，1821 一 1895) 最 终 给 出 抽象 群 的 定义 ,他 指出 , 群 的 本 质 结构 
仅 依赖 于 元 素 间 的 二 元 运算 的 性 质 , 即 上 面 的 群 的 定义 . 

群 在 我 们 周围 有 很 多 ,比如 : (1) 全 体 整 数 ,全 体 有 理 数 ,全 体 实 数 ,全 体 复数 ， 
关于 通常 的 加 法 都 构成 群 ,单位 元 是 0, a 的 逆 元 素 是 一 a. (2) 正 有 理 数 全 体 , 正 实 


数 全体 , 关 于 通常 的 乘法 也 都 构成 群 ,单位 元 都 是 1, a 的 逆 元 素 是 二. (3) 四 元 旋 


转 群 . 记 G= {L, R, 昌 , 1]), 其 中 表示 向 左 转 ,R 为 向 右 转 , 为 向 后 转 ,1 为 不 
动 . G 上 定义 的 二 元 运算 为 “接着 "@, 如 LGR 表示 先 向 右 转 再 接着 向 左 转 ,其 余 
类 推 . 容易 验证 ,G 关于 这 一 运算 确实 构成 一 个 群 .4)Z。 关于 加 法 构成 群 ;但 关于 
它 的 乘法 就 不 构成 群 . 

同样 , 当 我 们 设 Mi = {La, 45,，… | 平面 上 所 有 的 平移 变换 }, 则 {Mi ，“， } 构 
成 群 , 称 为 平移 变换 群 . 设 M: 二 {Ro(a), Ro(B),… | 平面 上 所 有 的 旋转 变换 }, 则 
{M:，“。 } 构 成 群 , 称 为 旋转 变换 群 (这 两 题 的 证 明 留 给 读者 ). 

运算 是 群 的 灵魂 ,如 果 说 集合 是 一 盘 散 沙 , 则 定义 7.9 中 具有 性 质 (1) 一 (3) 的 运 
算 , 就 把 集合 G 非常 好 地 组 织 起 来 . 谈论 关于 群 的 问题 时 ,一 定 要 突出 这 个 运算 . 

在 集合 论 中 ,两 个 等 势 的 集合 M 和 NC(M 和 NN 之 间 有 一 个 一 一 对 应 ) 可 以 认 
为 是 “一 样 ”的 . 在 群 论 中 把 两 个 群 (G,，)，( 互 ，X) ,看 成 一 样 的 ,不 仅 元 素 间 要 
存在 一 个 一 一 对 应 ,而 且 要 保持 运算 即 PC(z。?) 二 PCz) X p(y)，, 称 满 足 上 述 条 件 
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的 两 个 群 同 构 . 
通过 上 一 节 对 S(B) 性 质 的 讨论 以 及 群 的 定义 ,容易 得 到 下 面 的 定理 : 
{SCK)，。} 构 成 群 . 我 们 称 其 为 平面 图 形 K 的 对 称 群 . 


例 1 已 知 K 为 正三 角形 , 设 I 表示 图 形 不 动 ;r 表示 绕 正 三 角形 中 心 旋转 
120 度 ;了 表示 沿 正三 角形 中 线 的 翻转 , 则 SC(A) 一 {1,r, 于， 六 万， 万) 对 乘法 
运算 ( 指 接着 运动 ) 构 成 群 . 

证 明 : (1) 作 乘法 如 表 1: 
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| I r =- | 
| I 2 . 
2 I 
I r | 
| fr fr 
fr fr fr f 
a fr f | 


注 :第 一 行为 先 施行 的 因子 , 左 第 一 列 为 后 施行 的 因子 . 


(2) 由 表 1 可 知 ,集合 SC(A) 中 的 所 有 元 素 I，r, 内， 太 ， 广 ，j7” 对 乘法 运算 
封闭 ;每 一 个 元 均 在 S(A) 中 ,存在 逆 元 且 唯 一 ;元 素 工 是 集合 S(A) 的 单位 元 ;也 
可 以 验证 满足 结合 律 . 因此 根据 群 的 定义 , SCA) = {T, ~ 寻 ， 亡 万 ， 广 ?) 对 乘法 
运算 ( 指 接着 运动 ) 构 成 群 . 

例 2 如 图 所 示 , 设 KK 为 正方 形 ,I 表示 不 动 ,rw， 
riso，rzn 分 别 表示 绕 正方 形 中 心 旋转 90 度 ,180 度 和 
270 度 ; fx，fiw，fac，fsp 分 别 表示 绕 正方 形 的 水 
平 中 线 、 铅 直 中 线 、 对 角 线 AC 和 对 角 线 BD 的 翻转 ， 
则 SCD) = {1, roo, risos rar0» fxk¥， fw, fac, feD} 
对 乘法 运算 ( 指 接着 运动 ) 构 成 群 . 

证 明 : (1) 作 乘 法 如 表 1, 其 中 H = /xfryV 一 
faux» D= fr, D’ = fim. 

表 2 正方 形 的 对 称 集 S( 口 ) 中 元 素 间 的 乘法 运算 表 
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(2) 由 表 2 可 知 ,集合 S( 口 ) 中 的 所 有 元 素 1， ro, risos ras fx¥， fn， fc， 
fm 对 乘法 运算 封闭 ;每 一 个 元 在 S( 口 ) 中 均 存在 唯一 逆 元 ; 且 元 素 1 是 集合 S( 口 ) 
的 单位 元 ;也 可 以 验证 满足 结合 律 . 因此 根据 群 的 定义 , S( 口 ) = {I, re， ns， 
rao，fk¥， fm，fxc，fm) 对 乘法 运算 ( 指 接着 运动 ) 构 成 群 . 

由 于 图 形 的 对 称 性 (多 项 式 的 对 称 性 ) 可 以 由 对 称 群 这 一 代数 对 象 来 刻画 , 即 
用 代数 方法 研究 图 形 的 对 称 ,这 有 点 像 笛 卡 儿 坐标 系 把 几何 图 形 和 方程 式 联系 起 
来 后 ,我 们 在 解析 几何 中 ,可 用 代数 方法 研究 几何 一 样 ,不 同 的 是 在 解析 几何 中 我 
们 用 的 是 多 项 式 ,这 里 用 的 是 群 . 

证 钢 观 和 设 (G，. } 是 一 个 群 ,H 是 G 的 子 集 , 若 昌 在 运算 .下 也 是 群 ， 
则 称 H 是 G 的 子 群 . 

害 讽 殉 别 ” 当 (G，… ) 的 集合 G 为 有 限 集 时 , 称 {G, 。} 是 有 限 群 ,并 把 G 中 
所 含 元 素 的 个 数 叫做 群 {G, 。 } 的 阶 , 记 为 {G}); 若 | G |= n, 则 群 (G，。 } 称 为 
阶 群 . 

定 久 72 由 一 个 元 素 a 生成 的 群 G, 即 (a) = G, 称 为 循环 群 . 


荆 久 8 设 ， 是 正 整 数 ,由 绕 原点 旋转 m, 0 二 经 , 所 生成 的 群 称 记 为 C, 


n 

旋 驳 观 砚 ”由 绕 原点 旋转 wm 及 沿 过 原点 O 的 直线 的 翻 折 所 生成 的 阶 为 2n 
的 群 称 为 二 面体 群 , 记 为 D,, 即 D, = (wy 7). 

下 面 我 们 讨论 平面 图 形 的 有 限 对 称 群 的 特征 与 分 类 . 

设 G 是 平面 运动 群 的 有 限 子 群 , 则 平面 上 必 有 一 点 p, 使 得 对 任 
意 g EG, 又 g(p) = p. 

设 G 是 平面 运动 群 的 一 个 子 群 , 则 适当 选取 坐标 系 ,G 必 是 下 列 
两 种 类 型 之 一 : 

(a) G =- C,, 由 绕 原点 的 旋转 pw (9 二 至 ) 所 生成 的 n 阶 群 , C, = (mw) = {p51 
0<i<n—1}; 

(b) G = D,, 由 绕 原点 的 施 转 py(0 一 至 ) 及 沿 z 轴 的 翻 折 所 生成 的 阶 为 
2n 的 二 面体 群 D, = (py,7) 一 (mW pr10<i<n—1). 

一 个 平面 图 形 对 称 群 ,如 果 有 限 的 话 , 必 是 C, 或 D, ,不 难 对 每 一 个 C,(D,) 找 
出 一 个 平面 图 形 , 它 的 对 称 群 就 是 C,(D,). 如 正 n 边 形 的 对 称 群 是 D, ,这 些 平面 
图 形 就 代表 了 具有 有 限 对 称 群 的 所 有 平面 图 形 ,按照 这 个 思路 如 果 把 空间 运动 群 
的 所 有 有 限 子 群 找 出 来 ,人 们 就 对 正 多 面体 得 到 完全 的 分 类 ,从 这 里 我 们 感受 到 群 
论 的 力量 . 

对 平面 有 限 图 形 对 称 群 的 研究 和 分 类 ,发 现 只 可 能 出 现 以 下 6 种 不 同情 形 : 
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(1) 仅 由 单位 ( 恒 等 或 不 动 ) 变 换 所 组 成 的 对 称 群 Ki ,这 是 任意 非 对 称 图 形 的 
对 称 群 . 
(2) 由 单位 变换 及 关于 某 一 直线 的 翻 折 组 成 的 对 称 群 K:. 

(3) 只 有 一 些 旋转 组 成 的 对 称 群 K; ,但 其 中 不 含 作 任意 小 角度 的 旋转 情况 . 

(4) 只 有 一 些 旋转 组 成 的 对 称 群 Ks ,但 它 含有 作 任 意 小 角度 的 旋转 . 此 时 , 作 
任意 角度 a 的 旋转 仍 属于 群 K,. 这 里 的 所 有 的 运动 或 是 图 形 本 身 或 是 旋转 ,排除 
了 关于 直线 的 翻转 . 这 是 平面 上 有 方向 的 圆 环 的 对 称 群 . 

(5) 设 在 平面 上 有 条 过 中 心 O 点 的 直线 ,这 些 直线 分 平面 为 2n 个 等 角 . 对 
称 群 Ks 由 关于 这 些 直线 的 nn 种 翻转 以 及 绕 O 旋转 的 倍 角 而 生成 . 具有 这 样 对 称 
群 的 图 形 包括 正 2n 边 形 . 

(6) 由 绕 O 点 所 有 旋转 及 关于 所 有 过 O 点 的 直线 的 翻转 生成 的 对 称 群 K。. 无 
方向 圆 及 无 方向 圆 环 可 作为 它 的 例子 . 
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现实 空间 为 什么 会 有 多 种 几何 体系 的 表现 形式 ? 这 是 因为 几何 是 研究 图 形 性 
质 的 科学 ,图 形 有 各 种 各 样 的 性 质 , 各 种 几何 体系 都 与 各 自 的 几何 性 质 相 联系 ,而 
这 类 性 质 往往 与 某 一 类 变换 紧密 相关 . 早 在 1872 年 , 德国 数学 家 克 菜 因 (下 . 
Klein, 1849 一 1925) 在 爱尔兰 根 大 学 的 就 职 演说 “近世 几何 学 研究 的 比较 评论 ”中 
就 已 经 总 结 了 射影 几何 、 仿 射 几何 ,以 及 其 他 几何 发 展 的 结果 ,明确 地 提出 构成 这 
些 几 何 学 的 普遍 原则 ,也 就 是 考虑 空间 某 种 一 一 变换 组 成 的 一 个 群 ,研究 图 形 在 这 
个 群 中 一 切 变换 下 保持 不 变 的 性 质 ,就 构成 一 种 几何 学 ,这 就 是 克 莱 因 用 变换 群 刻 
画 几 何 学 的 观点 ,这 种 观点 后 来 被 人 们 简称 为 爱尔兰 根 纲领 . 


本 章 思 考题 
1. 找 出 正 五 边 形 的 所 有 对 称 关系 . 
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. 和 矩 形 使 它 不 变 的 运动 有 哪些 ? 这 些 运动 是 否 构成 群 ? 

. 证 明正 方形 所 有 对 称 关系 构成 群 . 

. 简 述 群 论 的 来 源 . 

.已 知 了 二 (zi 一 x2) (zi 一 TZ3) (Zz 一 ZT3), 求 S(/), 并 证 明 他 们 
构成 群 ? 


6. 假设 平面 由 正 n 边 形 所 覆盖 ,使 得 相 邻 的 n 边 形 总 是 只 有 一 个 {9 


TwN 


公共 边 , 证 明 nn 的 值 只 可 能 是 3, 4, 6. 入 | 
. 关于 平面 有 限 图 形 对 称 群 的 分 类 被 分 成 几 类 ? 判别 右 图 属于 人 


哪 一 类 ? 


-~ 
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附录 (平面 格子 网 对 称 群 ) 

对 称 群 与 自然 界 及 日 常生 活 中 许多 现象 ,都 有 有 趣 的 联系 ,其 中 最 典型 的 是 铺 
地 砖 和 晶体 . 

用 正方 形 或 正三 角形 地 砖 铺 地 ,可 以 使 砖 颖 对 齐 , 任 意 扩 展 和 延伸 . 但 并 不 是 
所 有 形状 的 地 砖 都 能 如 此 铺 地 . 那么 可 作 铺 地 砖 的 形状 有 多 少 种 呢 ? 一 一 我 们 考 
察 一 下 地 砖 铺 地 时 是 怎样 延伸 的 . 

假设 某 种 形状 地 砖 已 将 地 铺 平 ,可 以 设想 地 砖 相 接 的 顶点 在 地 上 印 下 了 格子 
点 ,地 砖 边线 将 格子 点 连 成 了 格子 网 . 使 格子 网 保持 不 变 的 变换 一 一 对 称 变换 , 构 
成 该 格子 网 的 对 称 群 . 

于 是 ,一 种 型 号 地 砖 ,对 应 一 种 格子 网 ,对 应 一 个 对 称 群 . 反之 ,格子 网 的 对 称 
群 也 对 应 一 种 型 号 的 地 砖 . 因此 ,地 砖 形状 的 种 类 ,归结 为 平面 格子 网 对 称 群 的 个 
数 . 使 平面 格子 网 不 变 的 对 称 变换 有 : 

(1) 不 动 ( 恒 等 变换 );(2) 转 180";(3) 转 120";(4) 转 90";(5) 转 60";(6) 轴 反射 
(翻转 );(7) 由 (2) (6) 合 成 ;(8) 由 (3)(6) 合 成 ;(9) 由 (4) (6) 合 成 ;(10) 由 (5)(6) 合 
成 ;(11) 由 (2) 与 平移 合成 ;(12) 由 (3) 与 平移 合成 ;(13) 由 (4) 与 平移 合成 ;(14) 由 
(5) 与 平移 合成 ;(15) 由 (12) 与 反射 合成 ;(16) 由 (13) 与 反射 合成 ;(17) 由 (14) 与 反 
射 合成 . 

因此 ,平面 格子 网 对 称 群 共 有 17 种 ,对 应 着 铺 地 砖 形状 的 种 类 有 17 个 . 
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自然 界 中 晶体 在 空间 构成 立体 格子 网 ,使 立体 格子 网 不 变 的 对 称 变换 群 ,有 
32 类, 共 230 个 . 因此 ,晶体 形状 也 应 有 230 种 . 20 世纪 末 , 经 过 费 多 罗 天 
《Fedrov) , 尚 富力 (Schoenflies), 巴 罗 (Barlow) 等 人 努力 ,在 自然 界 中 确实 找到 了 
全 部 230 种 晶体 . 这 是 群 论 应 用 的 极光 辉 范 例 . 
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第 八 章 ”开关 电路 与 布尔 代数 


19 世纪 中 叶 , 著 名 的 英国 数学 家 乔治 ， 布尔 (G。 Boole,，1815 一 1864) 发 表 了 
逻辑 代数 的 葛 基 性 文章 (逻辑 的 数学 分 析 》 和 《思维 的 规律 研究 》. 在 这 两 篇 论文 中 ， 
他 巧妙 地 将 逻辑 对 象 符号 化 .运算 化 ,并 运用 数学 方法 进行 处 理 , 从 此 数学 开始 进 
人 思维 的 领域 . 

当今 社会 ,我 们 已 经 发 现 计算 机 的 出 现 和 蓬勃 发 展 彻底 改变 了 人 类 的 生活 . 作 
为 现代 中 学 生 , 了 解 计算 机 的 相关 背景 知识 ,不 但 为 将 来 进一步 学 习 打下 基础 , 同 
时 可 进一步 理解 :高 度 的 抽象 性 及 其 带 来 的 符号 化 ,形式 化 是 数学 的 基本 特征 之 
一 . 不 同 的 实际 问题 经 抽象 概括 后 ,可 得 到 相同 的 数学 概念 ,运算 法 则 乃至 同一 数 
学 理论 . 反之 ,同一 数学 概念 ,运算 法 则 和 数学 理论 可 应 用 到 表面 看 来 不 同 的 实际 
问题 . 
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$1 开关 电路 


问题 的 提出 :要 设计 一 个 为 三 人 委员 会 进行 秘密 表决 的 机 器 的 电路 . 要 求 信 号 
在 二 人 或 二 人 以 上 ( 即 按 少 数 服从 多 数 原则 进行 表决 ) 按 下 开关 ,表示 同意 时 亮 而 
其 他 情况 不 亮 . 

要 想 弄 清 并 解决 这 一 问题 ,首先 我 们 要 了 解 有 关 开关 电路 的 一 些 基 本 知识 . 开 
关 是 联结 电路 中 的 一 种 装置 , 它 有 闭 和 开 两 种 状态 . 在 闭合 状态 时 ,开关 人 允许 电流 
通过 , 灯 就 会 亮 ; 反 之 ,在 断 开 状态 时 ,电流 不 能 通过 , 灯 不 亮 . 我 们 也 可 以 说 开关 是 
指 能 行使 “ 接 通 ”与 “ 断 开 ” 功 能 的 电气 组 件 . 一 般 用 小 写字 母 p、g、r 等 表示 开关 . 
当 开关 p* 断 开 ” 时 ,规定 用 p 二 0 表示 ,而 当 它 “ 接 通 ” 则 用 p 二 1 表示 . 灯 用 工 表 
示 , 同 样 灯 也 有 两 种 状况 , 亮 为 1, 不 亮 为 0. 在 电路 上 开关 可 以 用 以 下 三 种 基本 方 
式 组 合 : 

(1) 并 联 :如 图 1, 表 示 将 两 个 开关 p、g 并 联 的 电路 ,此 时 开关 p、g 中 只 要 有 
一 个 接 通 (两 个 接 通 包括 其 中 ) 则 电灯 都 会 亮 . 假设 开关 p、q 只 有 接 通 和 断 开 两 种 
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状态 , 令 断 开 时 的 状态 为 0, 接 通 时 的 状态 为 1, 将 开关 p 与 的 并 联 记 为 p 十 q, 灯 
亮 和 灯 灭 实际 上 是 p 十 g 的 两 种 状态 ,此 时 电流 接 通 情况 可 通过 表 1 所 示 ( 可 以 推 
广 任意 有 限 个 开关 并 联 的 情况 ). 


一 CCF 


表 1 


p 
9 
图 1 


在 这 个 例子 中 ,我 们 看 到 一 种 因果 关系 :在 决定 事情 的 各 种 条 件 中 ,只 要 有 一 
个 条 件 得 到 满足 ,这 种 事情 就 会 发 生 ,这 种 因果 关系 叫做 “或 "逻辑 关系 . 这 里 是 可 
兼 的 “或 ", 同 日 常用 语 中 的 "或 " 字 相当 ,用 “十 "或 “V "表示 . 

(2) 串联 :图 2 表示 将 两 个 开关 p、g 串联 的 电路 ,此 时 电流 在 p 及 g 开关 都 接 
通 时 方 能 接 通 . p、g 中 只 要 有 一 个 断 开 , 电 灯 则 不 亮 . 假设 开关 p、g 只 有 接 通 和 断 
开 两 种 状态 , 令 断 开 时 的 状态 为 0, 接 通 时 的 状态 为 1, 将 开关 p 与 g 的 串联 记 为 
pg. 灯亮 和 灯 灭 实际 上 是 pg 的 两 种 状态 ,此 时 电流 接 通 情况 可 通过 表 2 所 示 ( 可 
以 推广 任意 有 穷 个 开关 串联 的 情况 ). 
一 一 CCF 


表 2 
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从 这 个 开关 串联 电路 ,我 们 看 到 另 一 种 因果 关系 :只 有 当 决定 一 件 事情 的 各 种 
条 件 全 具备 之 后 ,这 个 事件 才能 发 生 . 这 种 因果 关系 叫做 “与 "逻辑 关系 . 这 里 的 
“与 ? 字 同 日 常用 语 中 的 “与 ? 字 含 义 一 致 ,用 ”。 ”或 “人 ”表示 . 

(3) 道 反 :各 开关 之 间 并 不 是 没有 联系 的 ,我 们 通常 用 机 械 将 两 个 或 多 个 开关 
联结 起 来 . 例如 用 一 个 “单刀 双 掷 " 开 关 控 制 两 个 指示 灯 . 如 图 3 开关 上 合 则 灯 Li 
亮 ,开关 下 合 则 灯 Lz 亮 ,两 灯 的 状态 完全 相反 . 

对 于 这 样 的 开关 的 两 个 触 点 我 们 分 别 记 作 p 和 F. 当 p 被 接 通 时 必然 断 开 ， 
而 当 p 断 开 时 必然 接 通 ,因此 二 者 居于 完全 相反 的 状态 ,这 样 的 电路 我 们 称 为 逆 
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反 电 路 . 相互 关系 如 表 3 所 示 : 


综合 使 用 上 面 三 种 基本 联结 方式 ,我 们 还 可 组 成 复杂 


的 电路 ,如 图 4 的 电路 包含 并 联 和 串联 两 种 联结 方式 . 其 = 

上 支 可 表 为 pg, 而 下 支 可 表 为 r， ,从 而 全 电路 可 表 为 [ | © 
Cp) 十 (r 5), 简 记 为 p* gt+r*s 或 pq 十 rs, 我 们 称 该 fF 

式 为 此 电路 的 逻辑 表示 式 . 
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我 们 不 难 发 现 开关 电路 对 “十 ”，“。” 以 及 “一 ”这 三 h 
种 运算 是 封闭 的 , 见 表 4. 
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$2 命题 演算 


命题 是 指 一 个 判断 的 语句 . 通常 ,命题 是 指 闭 判断 ,以 区 别 于 开 判 断 , 或 谓词 . 
用 来 表示 数学 判断 的 语句 或 者 符号 的 组 合 称 为 数学 命题 . 

命题 的 定义 包括 两 层 涵义 :(1) 命 题 必须 是 一 个 完整 的 句子 ;(2) 这 个 句子 必须 
对 某 件 事情 作出 肯定 或 者 否定 的 判断 , 即 命题 是 判断 某 一 件 事情 的 句子 . 在 语法 
上 ,这 样 的 句子 叫做 陈述 句 , 它 由 “ 题 设 十 结论 ”构成 . 比如 : 〇 3 十 3 = 6; @ 若 两 直 
线 无 交点 , 则 两 直线 平行 ;@2 是 偶数 而 3 不 是 偶数 ;@(z 一 1)(z 一 2) = 0; @2 X 
一 1 一 3. 上述 至 @ 是 命题 . 其 中 四 四 是 真 命题 ,@ 是 假 命题 ;@ 不 是 命题 ,因为 
它 的 真 假 依赖 于 变量 zx 的 取 值 . 当 变量 zx 取 1 或 2 时 ,语句 所 述 事实 是 真 的 ,而 当 
工 取 不 为 1 且 不 为 2 的 数 时 ,语句 所 述 事实 是 假 的 ,因此 语句 有 时 是 真 的 有 时 又 是 


假 的 , 故 不 是 命题 . 语句 @ 是 开 句 ,因此 也 不 是 命题 . 

如 果 一 个 命题 是 真 的 ,我 们 就 说 此 命题 是 真 命题 ,其 “ 真 值 ” 为 1; 反 之 如 果 一 
个 命题 是 假 的 , 则 说 此 命题 是 假 命题 ,其 “ 真 值 ” 为 0. 在 逻辑 学 中 ,命题 一 般 用 小 写 
的 字母 p,q,，r，s，… 表 示 . 

仅 由 一 个 简单 句 构成 的 命题 称 为 简单 命题 . 若干 个 简单 命题 用 逻辑 符号 , 析 取 
“V”; 合 取 “ 人 ”; 否 定 “ "联结 起 来 所 构成 的 新 命题 , 称 为 复合 命题. 

由 命题 p 及 命题 g 通过 联结 词 “或 联结 起 来 所 构成 的 新 命题 “p 或 ga”, 记 作 
PV g. 它 的 真 假 状况 称 为 真 值 . 如 果 用 符号 “1” 和 “0” 分 别 表示 它 的 真 假 ,命题 pV a 
为 真 , 当 且 仅 当 p 与 9 中 至 少 有 一 为 真 .命题 pVg 为 假 , 当 且 仅 当 命题 p 与 4 均 为 
假 . 命题 pVg 与 命题 p, 9 之 间 的 真 假 性 关系 可 用 “或 "运算 的 真 值 表 表 示 , 见 
表 5: 

由 命题 p 及 命题 g 通过 联结 词 “与 ”联结 起 来 所 构成 的 新 命题 “p 与 9”, 记 作 
PAg, 当 命题 p 与 4 同时 为 真 时 ,复合 命题 pg 才 为 真 ,其 余 均 为 假 . 命题 pg 
与 命题 p、g 之 间 的 真 假 性 关系 可 用 “与 ”运算 的 真 值 表 表示 , 见 表 6. 


表 5 表 6 
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命题 p 通过 联结 词 “ 非 ” 联 结 起 来 所 构成 的 新 命题 “ 非 加 记 作 方 它 的 真 值 表 见 
表 7. 

同样 我 们 不 难 发 现 命题 代数 也 有 三 种 运算 , 且 这 三 种 运算 也 是 封闭 的 , 见 
表 8. 


表 7 表 8 
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$3 布尔 代数 


由 开关 的 “并 ”“ 串 ” 联 和 “ 道 反 ”产生 的 新 电路 的 状态 {0, 1} 是 由 原 电 路 的 状态 
{0, 1}) ,经 过 运算 十 、X 和 余 得 到 的 . 由 简单 命题 通过 “或 ”上 且 ”和 * 非 ?(“ 和 否定 ”组 
成 的 新 命题 的 真 与 伪 , 也 是 由 原 命题 的 真 与 伪 , 经 过 运算 十 、X 和 余 得 到 的 . 他 们 
的 共同 特点 都 涉及 两 个 元 素 {0, 1} ,三 种 运算 十 、X 和 余 , 且 对 这 三 种 运算 均 封 
闭 . 由 此 我 们 将 它们 抽象 出 一 个 新 的 数学 概念 一 一 布尔 代数 . 

斌 久 8 甩 设 了 是 一 个 至 少 含有 两 个 不 同 元 素 的 集合 ,十 、。、- ( 非 ) 是 定义 
在 B 上 的 三 种 代数 运算 ,如 果 对 任意 a, b, cE B. 满足 下 面 公理 : 

H1( 交 换 律 ); a 十 b 二 5 十 a, ab 一 ba( 以 下 按 惯例 ,ab 即 a 5); 

H2( 结 合 律 ): 对 任意 a, b, cEB, 有 (a 十 b) 十 c= 二 a 十 (6 十 c); (ab)c 二 a(bc); 

H3( 分 配 律 ): a 十 (bc) = (a 十 )(a 二 0O), a(b 二 0) = ab 二 ac; 

H4( 基 元 律 ): 对 任意 的 a € B 有 :a 十 0 二 a,a*1=a; 

H5( 互 补 律 ): 对 任意 a€ B, 存 在 a € B, 使 得 a 十 a 二 1, aa = 0. 

则 称 集合 B 及 其 上 面 的 运算 十 、X 、- 构 成 一 个 布尔 代数 . 记 为 (B; 十 ，…， 
~) 或 (By 十，。 ,0, 1). 

当 用 布尔 代数 来 研究 开关 电路 时 ,我 们 称 之 为 开关 代数 ; 当 用 布尔 代数 来 研究 
命题 之 间 的 关系 时 ,我 们 称 之 为 命题 代数 . 在 这 里 把 命题 代数 和 开关 代数 统称 为 布 
尔 代数 , 它 是 一 种 最 简单 的 布尔 代数 , 即 二 元 布尔 代数 ,这 里 车 没有 特殊 说 明 , 均 指 
二 元 布尔 代数 . 

设 A 为 非 空 集合 ,讨论 A 的 一 切 子 集 所 构成 的 集 为 2*( 即 A 的 智 集 ) , 则 前 面 
学 习 过 的 集合 的 并 U 与 交 门 为 定义 在 集 24 上 的 二 元 代数 运算 . 令 A 为 全 集 , 则 补 
运算 “ ”为 定义 在 24 上 的 一 元 代数 运算 . 对 于 运算 U 与 门 来 说 ,2 与 A 是 24 的 具 
有 特殊 性 质 的 元 ,因为 对 于 任意 的 XE24 ,我 们 有 : 

OUX=XUJO=X GNX=XNG= 8 
AUX=XUA=A; ANX=X/A=X. 


因此 2 为 并 运算 U 的 单位 元 ,而 A 为 交 运算 门 的 零 元 . A 为 并 运算 U 的 零 元 ,而 儿 
为 交 运 算 门 的 单位 元 . 于 是 {2*,U, 门 ， ,多 , A} 构 成 一 个 代数 系统 , 称 为 集合 
代数 . 在 此 例子 中 B == 2*, 集 的 并 U 与 交 门 代替 了 抽象 定义 中 的 “十 ”与 “，”, 名 代 
替 了 0,A 代替 了 1, 补 元 相当 于 补 集 . 则 集合 代数 满足 布尔 代数 的 全 部 公理 . 事实 
上 这 就 是 集合 的 基本 运算 性 质 . 因此 我 们 不 难 验证 集 代数 {2*, U, 门 , “, ,A} 
是 布尔 代数 . 
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$4 布尔 代数 的 性 质 


本 节 从 布尔 代数 的 公理 出 发 ,推导 出 布尔 代数 所 具有 的 一 系列 基本 性 质 . 了 解 
布尔 代数 的 这 些 性 质 ,可 以 帮助 我 们 理解 电路 、 命 题 以 及 集合 的 问题 . 在 上 一 节 布 
尔 代数 定义 中 ,公理 H4 说 明 运算 “十 ”存在 单位 元 ,且说 明 运 算 *。” 存 在 单位 元 ， 
公理 H5 说 明 B 中 的 任 一 元 a 存在 补 元 z ,但 是 这 些 单位 元 与 补 元 是 否 唯一 呢 ? 下 
面 的 三 个 定理 肯定 地 回答 了 这 一 问题 . 

运算 “十 ”的 单位 元 0 唯一 . 

证 明 : 设 0' 也 是 运算 “十 ”的 单位 元 , 即 对 任意 的 acEB 有 a 十 0 一 a, 所 以 

0 一 0 十 0 (因为 0" 为 单位 元 ) 


第 
二 0' 十 0( 交 换 律 ) a 
二 0'. (因为 0 为 单位 元 ) 
隔 到 对 运算 *. "的 单位 元 1 唯一. 下 
证 明 : 与 证 明定 理 8. 1 类 似 . 和 
定理 8. 1 与 定理 8. 2 说 明 布尔 代数 中 的 0 与 1 是 唯一 的 . 
在 布尔 代数 中 , 任 一 元 的 补 元 唯一 ,也 就 是 说 对 于 任意 aE B, 如 食 
果 元 5E 了 满足 ; ® 
4 十 0 一 1， O 

w=0, © 


则 6 二 a 
证 明 :0 一 0 十 0( 公 理 H4) 
二 5 十 aa( 公 理 H5) 
二 (6 十 qa) (6 十 (公理 H3) 
一 (十 0 十 5)( 公 理 H1) 
一 1(0 十 5)( 题 设 0) 
二 (a 十 (6 十 a) (公理 H5) 
二 (a 十 a) (a 十 D( 公 理 H1) 
a 十 ab( 公 理 H3) 
一 5 十 0( 题 设 @) 


由 定理 8. 3 知 ,对 于 任意 a€B 有 唯一 的 补 元 1 EB 与 之 对 应 . 因此 补 ” "是 定 
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义 在 B 上 的 一 元 运算 . 于 是 从 布尔 代数 (B, 十 ，，,- ,0, 1) 的 公理 出 发 ,我 们 立 
即 推出 在 布尔 代数 中 除了 “十 ”与 “， ”两 个 二 元 运算 以 外 ,实际 上 一 定 还 有 一 种 一 
元 运算 “ ”, 我 们 称 为 补 运算 . 布尔 代数 的 这 三 种 运算 (十 ，，，”) 统 称 为 布尔 
运算 . 
互 一 a, 即 如 果 a 是 a 的 补 元 , 则 a 是 z 的 补 元 . 
证 明 : 由 于 a 是 a 的 补 元 ,所 以 由 公理 H5 知 a 十 a 二 1, aa = 0, 根据 公理 
H1, 得 到 a 十 a 一 1, 且 aa 二 0, 于 是 由 定理 8.3 知 ,a 为 a 的 补 元 , 即 5 一 a. 
EE 00) 0=0; (2)atl=1. 
证 明 : (1) a0 = a0 十 0( 公 理 H4) 
二 a0 十 aa( 公 理 H5) 
二 a(0 十 如 (公理 H3) 
三 al(a 十 0)( 公 理 H1) 
二 aa( 公 理 H4) 
二 0. (公理 H5) 


高 
轴 (2)a+l1= (二 DI( 公 理 H4) 
的 二 (a 十 D(a 二 如 (公理 H5) 
各 二 a 十 1a( 公 理 H3) 
数 二 a 十 (公理 H1) 
人 二 a 十 a( 公 理 H4) 
日 一 1. (公理 H5) 
| 0 天 1 
证 明 : 用 反 证 法 . 


假设 0 = 1, 则 对 任意 aEB, 有 
a 一 al( 公 理 H4) 
一 a0( 题 设 ) 
一 0, (定理 8. 5) 


此 与 B 中 至 少 有 两 个 不 同 元 矛盾 ,所 以 0 关 1. 

定理 8. 5 中 (1) 说 明 0 是 运算 “。 ”的 零 元 ,(2) 说 明 1 是 运算 “十 ”的 零 元 . 在 布 
尔 代数 定义 中 我 们 知道 0 是 运算 “十 ”的 单位 元 ,1 是 运算 <。 ”的 单位 元 . 该 定理 的 
推论 告诉 我 们 在 布尔 代数 中 两 常数 0 与 1 是 不 相同 的 元 . 

FEEEE 辐 -过 等 律 ) 

(1) aa 一 ai 

(2) ae 十 a 一 a- 
ee@ 
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证 明 : (1) aa = aa 十 0( 公 理 H4) 

二 aa 十 aa( 公 理 H5) 
ala 十 a) (公理 H3) 
al( 公 理 H5) 

一 a. (公理 H4) 

(2) a 二 +a = 二 (a 十 a)1( 公 理 H4) 

三 (a 十 a) (a 十 (公理 H5) 

二 a 十 aa( 公 理 H3) 

一 & 十 0( 公 理 H5) 

三 a. (公理 H3) 
| 定理 8. 7 (Wve 
(1)a(at+b) 一 as 
(2)at+ab=a. 
证 明 : (1) a(a 十 ) 


ll 


(a 十 0) (a 十)( 公 理 H3) 
a 十 0b( 公 理 H3) 

a 十 b0( 公 理 H1) 

a 十 0( 定 理 8.5(1)) 

二 a. (公理 H4) 


(2) a 十 b= 二 al 十 wb( 公 理 H4) 

al(1 十 外 (公理 H3) 

alb 十 1) (公理 H1) 

al( 定 理 8. 5(2)) 

二 a. (公理 H4) 

( 狄 摩根 律 ) 

(Dw =atb; 

(2) a 十 5 =ab. 

证 明 : (1) 要 证 明 a 十 6 是 ab 的 补 元 ,根据 定理 8. 3 只 需 证 明 
ab(a+b) 一 0， 


B+(a+D) 一 1. 
先 证 : eb (a 十 5) = 0, 这 是 因为 


ab(at+b) = (ab) a+ (ab) b( 公 理 H3) 
二 (ba) a 十 (ab) 5( 公 理 H1) 
二 blaa) 十 a(65)( 公 理 H2) 
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一 50 十 a0( 公 理 H5) 
二 0 十 0( 定 理 8.5(1)) 
二 0. (公理 H4) 
再 证 : ob 十 (4 十 6b) 二 1, 这 是 因为 
b 十 (a 十 b) = (a 十 b) 十 (公理 H1) 
一 [G 十 及 十 a][G 十 纺 十 妆 ( 公 理 H3) 
二 [a 十 (a 十 Dj][a 十 (6 十 DD]( 公 理 H1、H2) 
[Cat+ 可 十 6J[a 二 (6 十 5)]( 公 理 Hl、H2) 

二 (1 十 人 D(a 十 DD( 公 理 H5) 

二 6 十 D(a 十 (公理 H1) 

二 1.1( 定 理 8.5(2)) 

二 1. (公理 H4) 


于 是 由 定理 8. 3 得 史 = 纪 十 b. 
(2) 证 明 : 见 下 面 例 4 


高 
2 ESSS (消去 律 ) 
由 (Datab =atb; 
各 (2) ala+b) = ob. 
证 明 : (1) a 十 a6b 一 (4a 十)(a 十 b) (公理 H3) 
. 三 1(a 十 (公理 H4) 
3 二 a 十 b. (公理 H5) 
(2) a(a 十 b) = 二 aa 十 wb( 公 理 H3) 
三 0 十 wb( 公 理 H5) 
三 wb. (公理 H3) 
以 上 我 们 从 布尔 代数 的 公理 出 发 ,导出 了 布尔 代数 的 一 系列 基本 性 质 . 本 节 中 
所 建立 的 定理 大 多 是 成 对 出 现 的 ,而 且 这 些 成 对 出 现 的 定理 均 具有 特性 . 在 一 个 式 
子 中 将 “十 ”与 “4. ”对 换 , 将 0 与 1 对 换 即 得 另 一 个 式 子 . 这 样 成 对 出 现 的 式 子 通 常 
称 为 对 偶 式 . 在 布尔 代数 中 ,一 个 式 子 成 立 , 则 其 对 偶 式 也 一 定 成 立 . 这 一 现象 不 是 
偶然 的 ,而 是 由 公理 本 身 决 定 的 . 因为 在 布尔 代数 的 公理 系统 中 ,交换 “十 与 <。”， 
交换 0 与 1 ,仍然 得 到 同一 个 公理 系统 ,因而 由 布尔 代数 的 公理 系统 能 够 推导 出 一 
个 式 子 , 则 此 公理 系统 必 能 推出 交换 “十 ”与 <。”, 交 换 0 与 1 而 得 到 的 另 一 个 对 偶 
式 . 这 就 是 通常 所 说 的 对 偶 原 理 . 
aa °° © 


8$5 布尔 多 项 式 与 布尔 函数 


在 建立 了 布尔 代数 上 的 “运算 ”之 后 ,很 自然 我 们 下 一 步 要 做 的 是 把 这 三 种 运 
算 结合 起 来 ,也 就 是 构建 布尔 代数 上 的 “代数 ”. 然后 我 们 再 引入 布尔 函数 的 概念 ， 
这 类 函数 在 开关 理论 中 有 着 广泛 的 应 用 ,因此 也 称 开关 函数 . 下 面 我 们 先 引 入 布尔 
代数 B 上 “代数 式 ” 的 概念 . 

把 布尔 代数 B 上 的 一 些 变 元 以 及 0 和 1 用 布尔 代数 B 上 的 三 个 
运算 合理 联结 起 来 的 式 子 ,就 叫 布尔 多 项 式 . 

例如 ,a*b*c 二 ab*c 二 asb*c;a*(b 十 0) 十 (a 十 6)。c 十 a*5b 等 等 都 
是 布尔 多 项 式 , 但 如 ,a 十 b, 这 不 是 布尔 多 项 式 , 它 不 是 合理 的 联结 . 

我 们 规定 ,两 个 布尔 多 项 式 相 等 , 当 且 仅 当 其 中 变 元 取 任 意 值 时 ,这 两 个 布尔 
多 项 式 的 值 相等 . 即 我 们 是 从 “函数 观点 ”来 看 待 它们 的 相等 , 而 不 管 它们 形式 上 
是 否 一 样 ,例如 布尔 多 项 式 a*a 和 a 是 相等 的 . 

庭 现 国 ”所 谓 布尔 函数 就 是 在 布尔 变量 z( 或 布尔 变量 组 zx ，zz，…，z) 
与 布尔 变量 y 之 间 存 在 一 个 对 应 法 则 ,通过 这 个 对 应 法 则 就 能 由 z 的 每 个 值 (或 
变量 组 x1， xz:，…， zx; 的 每 组 值 ) 确 定 y 的 唯一 值 与 它 对 应 . 

比如 下 = (a 十 Dc, g = 把 十 WB( 其 中 a, 5b, ce B) 均 为 布尔 函数 . 

值得 注意 的 是 与 普通 函数 概念 相 比 ,所 不 同 的 是 每 个 变量 都 只 能 取 0 或 1 两 
个 值 ,这 是 与 普通 数值 变量 一 般 能 取 无 限 多 个 值 的 情况 是 不 相同 的 . 由 于 每 个 布尔 
变量 只 能 取 1、0 这 两 个 值 ,因此 一 元 逻辑 函数 f(z) 的 定义 域 包 含 两 个 值 {0, 1})， 
二 元 布尔 函数 f(z1，z;) 的 定义 域 则 包含 四 个 二 元 值 组 {(0, 0), (0, 1), (1, 0)， 
(1，1)}; 三 元 布尔 函数 f(z ，zs，z;) 的 定义 域 则 包含 八 个 三 元 值 组 {(0, 0, 0)， 
0 
一 般 地 ?元 布尔 函数 FCzi，zz，…，z) 的 定义 域 包含 2" 个 n 元 值 组 ,但 是 布尔 函 
数 的 值 域 均 为 {0, 1). 

例 1 已 知 f(a, 0) = 二 #6b 十 a*65 是 关于 变 元 a, 6 的 二 元 布尔 函数 , 求 它 的 
函数 值 . 

解 : 对 应 于 定义 域内 的 四 个 值 ,(0, 0), (0, 1),(1, 0),(1, 1), 它 的 值 为 


f(0, 0) =0.0+0.0=0; 
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fC0, DD =0.1+0.1=1; 
fl1,0)=1.0+1.0=1; 
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Gd, 1)=1I.1+1.1I=0. 


设 有 两 个 相同 变量 的 布尔 函数 fi (xi, xo， … ,zz ) 和 fo(zi, zo Zn)， 
若 对 应 于 变量 z1 ,zs，…， xz, 的 任何 一 组 取 值 ,有 和 fi 的 值 都 相同 , 则 称 函数 
户 和 fo 相等 . 判断 两 个 布尔 函数 是 否 相等 ,通常 有 两 种 方法 ,一 种 方法 是 真 值 
表 法 , 即 依次 列 出 两 个 布尔 函数 的 所 有 输入 变量 取 值 组 合 及 其 相应 函数 值 ; 另 一 
种 方法 是 代数 法 , 即 看 两 个 布尔 函数 是 否 能 化 简 为 同一 种 形式 ,在 下 面 会 有 更 详 
细 的 说 明 . 


$6 布尔 函数 的 标准 形式 及 最 简 式 


为 阅读 方便 , 先 介 绍 几 个 名 词 . 

与 项 :变量 用 与 运算 联结 的 项 , 例 .0 .<. 

与 或 式 :用 或 运算 联结 与 项 而 生成 的 表达 式 . 例 &5* 5 十 a* 5 十 5c. 

或 项 :变量 用 或 运算 联结 的 项 . 例 a 十 5 十 c. 

或 与 式 :用 与 运算 联结 或 项 而 生成 的 表达 式 . 例 (4a 十) ， (a 十 c)，b. 

最 大 项 :如 果 一 个 具有 个 变量 的 函数 的 “或 项 ”包含 全 部 ”个 变量 ,每 个 变量 
都 以 原 变量 或 反 变量 ( 若 a 是 原 变量 , 则 5a 称 为 反 变量 ) 形 式 出 现 , 且 仅 出 现 一 次 ， 
则 该 “或 项 ”被 称 为 最 大 项 . 例如 三 个 变量 a, b,c 共有 a 十 6 十 c， 世 十 b 十 c， a 十 6 十 
c， a 十 5 十 5, 5 十 0 十 cy, 5 十 5 十 5，a 十 0 十 5, 5 十 0 十 5E 八 个 最 大 项 . 

最 小 项 :如 果 一 个 具有 nn 个 变量 的 函数 的 “与 项 ”包含 全 部 nn 个 变量 ,每 个 变量 
都 以 原 变量 或 反 变量 形式 出 现 , 且 仅 出 现 一 次 , 则 该 “与 项 ”被 称 为 最 小 项 . 例如 三 
个 变量 a, b, c 共 有 a .bcya.bocyaboca。boraboc ab ca. 
0 :5 a。b*5 八 个 最 小 项 . 

可 以 看 到 ,布尔 代数 中 ,n 个 变量 可 以 有 2" 个 最 大 项 和 最 小 项 . 布尔 函数 表达 
式 的 标准 形式 包括 两 种 . 一 是 标准 “与 一 或 "表达 式 , 即 由 若干 最 小 项 相 “ 或 ”构成 的 
布尔 表达 式 称 为 标准 “与 一 或 "表达 式 ;二 是 标准 “或 一 与 ”表达 式 , 即 由 若干 最 大 项 
相 “ 与 ”构成 的 布尔 表达 式 称 为 标准 “或 一 与 ”表达 式 . 

这 样 求 布尔 函数 的 标准 形式 也 包括 以 下 两 种 类 型 : 

(1) 求 标准 “与 一 或 "表达 式 

第 一 步 :将 函数 表达 式 变换 成 一 般 “ 与 一 或 "表达 式 . 

第 二 步 :反复 使 用 a* (5 十 6) 一 “将 表达 式 中 所 有 非 最 小 项 的 “与 项 ”扩展 成 最 
小 项 . 

例 2 将 布尔 函数 二 (ae 十 已 。(a 十 中 化 为 “与 一 或 "的 标准 型 . 
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解 : f 二 (a 十 人 )， (a 十 
一 a 十 5. 
a。 (0 十 六 。(c 十 可 十 (Ca 十 bec 
=abectarbectarbettar btta btta.be, 
这 样 就 得 到 了 布尔 函数 f 的 标准 型 . 

(2) 求 标 准 “或 一 与 ”表达 式 

第 一 步 : 将 函数 表达 式 转 换 成 一 般 “ 或 一 与 ”表达 式 . 

第 二 步 :反复 利用 (a 十 b)。 (a 十 b) = a 把 表达 式 中 所 有 非 最 大 项 的 “或 项 ” 扩 
展 成 最 大 项 . 

例 3 将 布尔 函数 二 a， 65 十 a，c 十 b。c 化 为 “或 一 与 ”的 标准 型 . 

解 : 一 ap 二 ac 十 50。c 

一 (十 c) (a+b) 
一 (十 6 十 c)。(a 十 5 十 c) 。(G 十 0 十 c) 。(I 十 5 十 5， 
即 得 到 标准 “或 一 与 ?表达 式 . 

化 简 布尔 函数 ,当然 希望 得 到 最 简单 的 结果 一 一 最 简 式 . 实现 某 一 逻辑 功能 的 
电路 的 复杂 性 与 描述 该 功能 的 布尔 表达 式 的 复杂 性 直接 相关 . 一 般 说 ,布尔 函数 表 
达 式 越 简 单 ,设计 出 来 的 相应 逻辑 电路 也 就 越 简 单 . 为 了 降低 系统 成 本 、 减 小 复杂 
度 、 提 高 可 靠 性 ,必须 对 布尔 函数 进行 化 简 . 最 简 式 具备 两 个 条 件 , 即 表达 式 中 项 的 
个 数 最 少 ,并 且 每 个 项 中 变量 个 数 也 最 少 . 这 对 于 两 种 标准 型 都 适用 . 

判断 两 个 布尔 函数 是 否 相等 ,通常 有 两 种 方法 ,一 种 方法 是 真 值 表 法 , 即 依次 
列 出 两 个 布尔 函数 的 所 有 输入 变量 取 值 组 合 及 其 相应 函数 值 . 

例 4 证 明定 理 8. 8(2): a 十 5 一 50. 

证 明 : 我 们 用 列表 的 方法 ,直接 求 出 布尔 型 a 十 5 与 杷 在 每 一 点 处 之 值 , 见 
表 9. 
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表 9 


由 表 中 可 见 布尔 型 a 十 5 与 46 在 每 一 点 值 均 相 等 ,因此 有 a 十 5 二 a5. 
另 一 种 方法 是 代数 法 , 即 看 两 个 布尔 函数 是 否 能 化 简 为 同一 种 形式 ,主要 是 应 
用 以 下 列举 的 公式 来 化 简 布 尔 函数 . 
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(l) a 二 a*b 二 a, a* (a 十 b) 一 a( 吸 收 律 ) 
(2)arbtab=a, (ath) (a+b) =a; 
(3)at+a*b=atb,a* (di+h) =a.b; 
(4) ae。D 十 a。c 十 6。c 一 GD 十 ac 
在 这 里 给 出 公式 (4) 的 一 个 证 明 , 其 他 很 容易 可 以 得 到 . 
a*bt+a*ct+b*c=a*bti+a*ct+(lata)bee 
一 Ga"0 十 Ga。c 十 a。b。c 十 G。b。c 
一 (ae。0 十 a。b。c) 十 (G。c 十 2。D。c) 
一 G。0 十 G。c. 


实际 应 用 中 遇 到 的 逻辑 函数 往往 比较 复杂 ,化 简 时 应 灵活 使 用 前 面 的 定理 及 
规则 ,综合 运用 各 种 方法 . 下 面 举例 说 明 . 
例 5 (1) 化 简 太 =6.c 十 dd。 十 5 。(a 。d 十 5。5) 为 最 简 “ 与 一 或 ” 
表达 式 . 
(2) 化 简 了 = (a 十 人 ) (6 十 中) 。(a 十 c 十 d) 。(a 十 c) 为 最 简 “ 或 一 与 "表达 式 . 
解 : (1) /一 0.c 二 dd。 (6+5) (ae d+b.6) 
一 bc 十 d 十 (6 十 D。(a .d 十 50.D) 
一 bc 十 d 二 bsc。( vd 十 0.D) 
一 bc 二 d 二 avd 二 5.5 
=b+d. 
(2) f= (ae 十 人 G+ 。(a 十 c 十 四 。(a 十 o) 
= (a+h) (G+ (ato) 
= (a+b): (b+o). 
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$7 布尔 函数 的 应 用 


在 本 章 第 1、2 节 中 ,我 们 学 习 了 电路 的 三 种 基本 联结 法 , 即 串 联 、 并 联 与 逆 
反 ;以 及 命题 的 析 取 、 合 取 和 非 命题 . 本 节 将 讨论 串 并 联 开关 电路 、 复 合 命题 与 布尔 
函数 的 关系 ,并 在 此 基础 上 进行 相应 的 化 简 . 


7.1 电路 的 简化 


在 前 面 我 们 知道 每 一 个 开关 电路 都 对 应 着 一 个 布尔 函数 ,这 样 我 们 就 可 以 利 
用 布尔 代数 的 运算 性 质 对 其 进行 化 简 , 根 据 化 简 后 的 布尔 函数 进行 电路 的 简化 ,这 
个 化 简 方 法 称 为 公式 法 . 例如 下 面 电路 的 化 简 : 
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该 电路 的 逻辑 表达 式 为 p+53 十 pgq. 为 了 简化 该 2 
电路 ,首先 将 该 表达 式 利用 基本 公式 进行 化 简 . | 
例 6 /=p+B9+pa=(p+BD+pqg | -一 一 
二 (p 十 加 十 pq( 消 去 律 ) -和 一 做 
二 (p 十 pq) 十 5 公理 HI、H2) 证 @ 
王妃 十 9. (吸收 律 ) L 
作 妃 十 5 的 真 值 表 : 图 5 


第 

八 

章 

开 

由 此 可 得 该 电路 电流 接 通 的 条 件 有 : 六 四 

路 

一 0 一 05 与 

下 时 

=1,g=0; 站 : £ 

p=4g=1. | 人 

i 

简化 后 的 电路 图 如 图 6. : 
现在 我 们 来 回答 本 章 开始 时 提出 的 问题 : 


例 7 要 设计 一 个 为 三 人 委员 会 进行 秘密 表决 的 机 器 的 电路 . 要 求 信号 在 二 
人 或 三 人 以 上 ( 即 按 少数 服从 多 数 原则 进行 表决 ) 按 下 开关 ,表示 同意 时 亮 而 其 他 
情况 不 亮 . 
解 : 令 妃 表示 “第 一 个 成 员 同意 ”,9 表示 “第 二 个 成 员 同意 ”,r 表示 “第 三 个 成 
员 同 意 ”, 根 据 题 意 作出 开关 函数 f(p,g, 7) 的 真 值 表 如 下 : 
表 11 


r flp, gq, 7) 注 


0 
9 | 
0 
1 
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由 上 表 即 得 秘密 表决 机 器 的 电路 的 开关 函数 的 表达 式 : 
flp, q, 7) = Pari+par+t par+t par. 

利用 公式 法 化 简 可 得 : 

flp, gq» 7) = Parti+partpar+t par 

一 丽 r 十 加 六 十 加 G 十 站 (公理 H3) 
三 Pqr 十 pr 十 Pq( 公 理 ) 六 
二 Bqr 十 p(gr 十 q) (公理 H3) 9 
二 Far 十 p(q 十 ) (公理 H1) 
二 Far 十 plq 十 7) (消去 律 ) 
三 Par 十 pq 十 pr( 公 理 H3) p 
二 g(p 十 了 F) 十 pr( 公 理 H3) 人 OT 
= gq(p 十 站) 十 pr( 消 去 律 ) 图 7 


从 而 得 化 简 后 的 电路 图 7, 通 过 这 两 个 开关 函数 的 
真 值 表 . 我 们 很 容易 验证 这 两 个 电路 是 等 效 的 . 

例 8 在 楼 房 内 两 层 楼 梯 中 间 设 置 一 照明 灯 志 ,要求 在 两 层 的 楼 梯 口 各 设置 
一 开关 工 与 y 同时 控制 此 灯 . 具体 地 说 , 当 上 楼 时 拉 开关 使 灯 工 亮 , 上 楼 后 再 拉 
开关 > 使 灯 工 灭 .此 后 又 有 人 上 (下 ) 楼 ,再 拉 开 关 z( 或 >), 灯 工 又 亮 . 此 人 通过 楼 
梯 后 ,再 拉 开 关 y( 或 z) 灯 工 又 灭 . 试问 开关 z 与 》 应 如 何 联结 才能 实现 上 述 
要 求 . 

解 : 由 问题 的 要 求 ,我 们 需要 设计 一 个 包含 两 个 开关 zx 与 》 的 开关 线路 来 控 
制 楼 梯 中 的 照明 灯 . 当 两 个 开关 工 与 y 均 断 开 时 , 灯 世 只 可 能 有 两 种 情况 : 亮 或 
灭 . 我 们 不 妨 假设 当 开 关 工 与 ? 均 断 开 时 灯 世 灭 ( 当 开 关 工 与 y 均 断 开 时 灯 工 亮 
的 情况 可 类 似 讨论 ). 

下 面 我 们 先 求 开关 线路 的 布尔 函数 /(z，y). 由 假设 当 开关 z 与 y 均 断 开 时 
灯 工 灭 ,因此 


并 一 y 一 0 时 ,F(z，y) = 0; 


当 有 人 上 楼 拉动 开关 ,这 时 开关 z 变 为 闭合 ,开关 y 仍 为 断 开 . 按 线路 的 要 求 
这 时 灯 工 亮 ,也 就 是 说 


工 二 1 而 y= 二 0 时 ,f(zx, y) = 1; 


此 人 上 楼 后 再 拉动 开关 y, 这 时 开关 工 与 y 均 为 闭合 . 按 线路 要 求 ,这 时 灯 工 
灭 .也 就 是 说 


I=y= 1 时 ,f(z, y) = 0; 


以 后 又 有 人 通过 楼 梯 , 若 拉 开 关 z, 开 关 y 仍 为 闭合 . 若 拉 开关 >, 则 开关 工 仍 
为 闭合 ,而 开关 y 断 开 . 按 线路 要 求 这 时 灯 L 再 亮 ,也 就 是 说 


工 二 0 而 y= 二 1 时 ,f(z, y) 一 1 或 
工 二 1 而 y= 二 0 时 ,f(z, y)=1. 


第 

由 上 述 可 列 出 开关 线路 的 布尔 函数 /(z，y) 的 真 值 表 如 下 : 全 
表 12 开 

关 

工 y flz, ») 电 

路 

0 0 0 布 

1 0 1 入 

1 1 0 数 

bd 

0 1 1 9 

由 真 值 表 直接 得 到 布尔 函数 的 布尔 表达 式 ， 二 1 


f(x, y) = xyzy. 


由 此 布尔 型 直接 得 到 控制 灯 L 的 开关 线路 如 图 8. Le 

由 此 我 们 看 到 进行 电路 设计 时 ,一 般 有 如 下 步 又 : 

第 一 步 :由 实际 问题 对 线路 的 需求 写 出 相应 的 布尔 函 中 
数 的 真 值 表 . 图 8 

第 二 步 :由 真 值 表 写 出 布尔 函数 . 

第 三 步 :由 布尔 函数 继而 得 出 电路 的 布尔 型 ,并 进行 化 简 . 

第 四 步 :由 布尔 型 则 可 设计 出 相应 的 开关 电路 . 

例 9 求解 布尔 方程 (a 十 人 )(5 十 ) = 1. 

解 : 左 端 化 为 “与 一 或 "范式 : (a 十 b)(5 十 0) = 二 b 十 a5 二 bla 十 a) 十 acb6b 十 
BD =ab+batatdt+acd =ab(ctd) +ba(ct) +ad tach = abct+abc 
zc +WBttabctabc, Mabct+abcttabctDitarttabt = 1. 
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由 “或 ”运算 的 意义 知 : abc 一 1, oE 一 1, zc 一 1, 画 5 一 1,mE 一 1， 
ab5 二 1, abc 一 1, 由 “与 ”运算 意义 ,就 必须 a 一 1, 5 二 1 和 c 二 1, 于 是 得 到 方程 
的 一 个 解 < 一 5 一 < 一 1, 即 111. 类 似 地 其 余 四 个 的 解 分 别 是 :110, 011, 010, 100. 
于 是 原 方程 解 集 为 {111, 110, 011, 010, 100}. 

我 们 以 命题 代数 为 例 ,说 明 布尔 函数 在 现实 生活 中 的 应 用 . 在 命题 代数 中 , 除 
了 三 种 基本 逻辑 运算 外 ,与 命题 逻辑 相对 应 ,还 有 两 种 运算 :蕴含 (一 ) 和 等 值 运算 
(一 一 ). 对 于 命题 p 与 49,“ 车 p 则 gq” 称 为 条 件 命题 , 记 作 p>q. 条 件 命题 的 真 值 表 
见 表 13. 

由 下 述 真 值 表 可 以 发 现 :在 条 件 命题 p>gq 中 ,如 果 条 件 p 为 假 ,那么 p>q 便 
为 真 ;如 果 条 件 p 为 真 ,那么 p->q 的 真 假 决定 结论 9 的 真 假 . 由 真 值 表 检验 可 以 发 
现 :pq 二 pVg. 

对 于 命题 p 和 gq, 当 且 仅 当 命 题 p 和 9g 真 值 相 等 时 , 称 为 等 值 ( 即 p 与 g 同 真 
假 ), 记 为 p< 一 >q. 其 真 值 表 见 表 14. 


表 13 


prgq 


p 9 
2 
ll te | 
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0 0 1 


五 种 复合 命题 真 值 表 汇 总 见 表 15. 
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有 了 上 述 的 准备 ,我 们 就 可 以 来 完成 一 些 逻辑 问题 . 

例 10 有 一 仓库 被 盗 ,公安 人 员 经 侦查 ,怀疑 甲乙 、 丙 和 丁 四 人 作案 ,又 经 细 
查 , 知 道 这 四 人 中 只 有 两 人 作案 ,在 盗窃 案 发 生 的 那 段 时 间 , 可 靠 的 线索 有 : 甲 、 乙 
两 人 中 有 且 只 有 一 个 人 去 过 仓库 ; 乙 和 丁 不 会 同时 去 仓库 ; 丙 若 去 仓库 , 丁 必 一 同 
去 ; 丁 若 没 去 仓库 , 则 甲 也 没 去 ,判断 四 人 中 哪 两 人 去 仓库 作案 . 


el 125 “9 全 


解 : 对 于 “ 哪 两 个 人 作案 ”问题 , 设 a, 6, c,d 分 别 表 示 甲 , 乙 , 丙 , 丁 去 仓库 作 
案 , 据 题 意 : a5 十 友 = 二 1; ld = 二 0, 6+d= 二 1; c>d 二 1, 即 5 十 d= 二 1; 4 一 a 
1, 即 4 十 a 二 1; 于 是 可 得 逻辑 方程 :Cab 十 动 )(6 十 d)(c 十 d)(d 十 a) = 1, 左边 化 
简 为 与 一 或 " 式 : 即 aid 十 玛 5d = 1; 范 式 为 :abcd 十 abcd 十 古 5d 一 1, 从 而 有 
三 个 解 : abcd = 1; abcd = 1; 友 5d 二 1. 如 用 命题 的 真 假 符号 “1”、“0” 表 示 就 是 
1011, 1001, 0100, 但 由 题 意 只 有 两 人 作案 . 显然 解 是 1001, 即 作案 者 为 甲 和 丁 . 


本 章 思考 题 


.什么 是 代数 运算 ? 举 一 个 正 例 ,再 举 一 个 反例 . 
. 什么 是 代数 系统 ? 举 两 个 例子 说 明 . 
. 证明 : gb 十 Uc 十 br = 二 十 c. 
。 证明: (ab 十 ac) a(b 十 c) 一 0. 
.化 简 布 尔 函数 f= 二 ob 十 bt 十 a 十 acd. 
. 设 集合 M 一 (zz>2),P={(z|z 一 3) ,那么 zEM 或 zEP” 是 
“zEPnmM? 的 什么 条 件 ? 
7. 设 zER, 则 地 之 16 的 一 个 充分 必要 条 件 是 ( ). 
A.x>2 B. zz 二 4 C.2>16 D. x»>8 
。 某 公司 有 赵 、 钱 、 孙 、 李 \ 周 五 位 管理 人 员 , 现 要 派 其 中 一 些 人 出 国 考察 ,但 由 于 
工作 及 其 他 条 件 的 限制 ,这 次 选派 必须 满足 如 下 一 些 条 件 : 
(1) 若 赵 去 , 则 钱 也 去 ; 
(2) 李 \ 周 两 人 中 必 有 人 去 ; 
(3) 钱 、 孙 两 人 中 去 一 人 也 只 能 去 一 人 ; 
(4) 孙 、 李 两 人 要 么 都 去 ,要 么 都 不 去 ; 
(5) 车 周 去 , 则 赵 、 钱 都 去 . 
间 应 如 何 选派 ? 
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第 九 章 ”和 窍 阵 与 变换 


在 线性 代数 中 我 们 已 经 知道 ,方程 组 不 仅 与 矩阵 .行列 式 ,而 且 与 向 量 空间 都 
有 非常 重要 的 关系 ,这 三 个 概念 从 不 同 的 侧面 回答 了 方程 组 的 不 同 的 问题 . 矩阵 理 
论 给 出 线性 方程 组 有 解 的 判别 条 件 ; 行 列 式 理论 给 出 克 莱 姆 法 则 , 即 给 出 有 解 的 线 
性 方程 组 求解 公式 ;向 量 空间 理论 给 出 线性 方程 组 解 的 几何 性 质 . 另外 ,和 矩阵 还 可 
以 刻画 变换 ,本 章 重点 研究 矩阵 与 变换 的 关系 . 


8$1 矩阵 的 概念 


假如 我 们 把 本 市 的 天 气 分 为 三 种 状态 : 晴 、 阴 与 下 雨 . 若 今天 哺 , 则 明天 哺 的 概 
率 为 写 , 阴 的 概率 为 二 ,下 雨 的 概率 为 二 ; 若 今天 阴 , 则 明天 哺 的 概率 为 去, 阴 的 概 


ee@@ 发 涟 并 当下 才 油 冯 对 


率 为 二 ,下 雨 的 概率 为 二 ; 若 今天 下 雨 , 则 明天 晴 的 概率 为 十 , 阴 的 概率 为 亏 , 下 十 
的 概率 为 二 .请 用 一 张 表 把 上 述 数 据 清晰 地 表达 出 来 . 


六 


EF 
加 
到 


+ 上 |- el- ol- 
上 | 一 9 一 上 | 一 


oo|- ol 上 | 


北京 ,天 津 `、 上 海 和 重庆 四 个 城市 之 间 的 距离 (单位 : 千 米 ) 如 下 表 所 示 : 


Te 
= 


0 137 1463 2087 


二 37 0 1326 2230 
1463 1326 0 2516 
2087 2230 2516 0 


从 上 面 我 们 可 以 发 现 ,现实 生活 中 的 一 些 数据 需要 用 列表 (二 维 表 ) 的 方式 表 
示 出 来 ,这 样 有 一 些 关 系 比如 今天 天 气 与 明天 天 气 的 关系 ,上 海 与 其 他 城市 之 间 的 
距离 关系 等 就 会 比较 清楚 ,便于 查询 ,计算 和 管理 . 为 此 有 必要 对 他 们 进行 深入 的 
研究 ,下 面 我 们 从 定义 、 运 算 和 应 用 三 个 层面 进行 系统 研究 . 

像 上 述 问题 我 们 把 批量 数据 按照 纵横 有 序 的 方式 记录 ,将 它们 排列 成 方 阵 或 
长 方 阵 ,此 时 称 这 些 长 方 阵 为 矩阵 . 这 是 用 朴素 语言 进行 描述 的 矩阵 定义 ,当然 也 
有 如 下 更 数学 化 的 定义 : 

定义 84 由 mxXn 个 数 a; , 排 成 的 w 行 n 列 的 阵 式 


a lal “* Qm 
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dm dm OO Qm 


称 A 为 m 行 n 列 的 矩阵 ,或 mXn 和 矩阵 , 简 记 为 A = (av )wn， 其 中 aj 表示 元 素 a 
在 矩阵 A 中 处 于 第 i 行 第 j 列 . 比如 上 面 bs 二 2516 表示 第 三 个 城市 (上 海 ) 到 第 
四 个 城市 (重庆 ) 之 间 的 距离 为 2516 千 米 . 当 行 数 和 列 数 相等 时 , 称 为 n 阶 方 阵 . 


比如 上 面 天 气 关系 的 矩阵 A 二 是 3 阶 方 阵 ; 


wl- ol lw 
NE 
a NI A 


2 7 6 


如 行列 的 矩阵 的 阶 是 加 Xn, 比 如 箱 阵 C 一 (。 。 1 


) 的 阶 是 2X 3 一 6. 
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根据 定义 维 向 量 (z1， zs,，…,， Zz,) 是 1 行列 的 特殊 的 矩阵 ,n 维 向 量 


Xl 
“| 是 行 1 列 的 矩阵 , 反 过 来 ,一 个 mXn 的 矩阵 ,可 认为 是 一 个 含 ” 个 ( 维 数 为 
Ta 
mm 的 ) 列 向 量 的 集合 ,或 是 一 个 含 m 个 ( 维 数 为 n 的 ) 行 向 量 的 集合 . 比如 矩阵 卫 是 


有 4 个 行 向 量 构成 的 ,分 别 表示 某 一 个 城市 到 四 个 城市 之 间 的 距离 ;矩阵 A 有 3 
个 列 向 量 构成 的 ,分 别 表示 明天 三 种 天 气 的 概率 . 


$2 矩阵 的 运算 


和 矩阵 与 普通 的 数 一 样 也 可 以 进行 运算 ,如 何 进行 则 需要 一 种 表示 和 矩阵 运算 的 
数学 语言 一 和 矩阵 代数 . 在 本 节 中 我 们 重点 关注 矩阵 的 乘法 运算 ,而 乘法 的 基础 是 


茧 加 法 . 
由 ”2.1 矩阵 的 加 ( 减 ) 法 
初 
得。 乱 阵 代数 中 最 简单 的 运算 是 加 法 , 它 通过 把 各 个 短 阵 对 应 分 量 相 加 来 实现 . 比 
学 如 我 们 记录 4 名 学 生 A、B、C、D 和 他 们 所 学 的 三 门 课程 ( 语 \ 数 .外 ) 的 考试 成 
? 绩 ,每 个 学 生 每 门 课程 有 平时 测验 .期 中 和 期 末 三 次 成 绩 , 以 10 分 制 计 . 我 们 以 学 
s 生 姓名 为 行 ,课程 为 列 , 则 分 别 构成 一 个 考试 成 绩 和 矩阵 ,分 别 为 ,Ts 和 ,其 中 
TT 表示 平时 成 绩 , T; 表示 期 中 成 绩 ,Ts 表示 期 末 成 绩 . 
6 8 9 3 9 8 6 7 9 
8 5 8 6 7 9 8 6 9 
T= ，T; = ， T= 。 
8 7 8 7 8 8 8 7 8 
4 6 7 5 6 7 6 5 6 


我 们 要 得 出 每 位 学 生 每 门 课程 的 总 成 绩 T, 可 通过 矩阵 代数 表达 式 工 一 厂 十 了 十 
T 给 出 .把 五 ，T 和 T 对 应 分 量 相 加 便 得 到 矩阵 工 : 


6 8 9) /3 9 8] (679 115 24 26 
8 58 |e79| |s 6 9 |22 18 26 
| 
467) ls67) 65 避 537 20 


区 驳 9 一 般 设 A = (aj)w, B= (bj)wa, 则 A+B= (ay)wa 十 


m2 


(bi )man 一 (ai 十 by)wa( 类 似 地 A 一 B = (as 一 bs )wen). 

值得 注意 的 是 ,定义 是 将 矩阵 中 各 对 应 位 置 的 元 素 相 加 ( 减 ) ,因此 矩阵 加 法 仅 
对 同样 规格 的 矩阵 才能 实施 加 法 运算 ,不 同 规格 的 矩阵 相 加 是 无 意义 的 . 易 证 矩阵 
的 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 , 即 

如 果 A,，B, C 是 同 阶 的 矩阵 ,那么 有 

(D A 十 B = B 十 A; (加 法 交换 律 ) 

(2) (A 十 B) 十 C= A 十 (B 十 C). (加 法 结合 律 ) 

根据 上 例 中 的 条 件 , 如 果 要 问 四 位 学 生 期 末 与 期 中 相 比 ,成 绩 是 提高 了 还 是 下 
降 了 ,那么 只 要 将 T; 与 T 做 一 下 减法 运算 即 可 ， 


6 7 9 fro 8 32 1 
869| le79| |2—-1 0 
T=T—T, = 一 一 
人 1—1 0 
656) ls67) li ~-1 -1 
2.2 矩阵 的 乘法 
2.2.1 矩阵 的 数 乘 


宇多 8 喇 ”和 矩 阵 代数 中 ,一 个 单个 的 数 称 为 数量 或 标量 . 
荆 现 9 嘱 ” 一 个 向 量 或 一 个 矩阵 与 一 个 数量 & 相 乘 , 称 为 数 乘 . B = kA 一 
(has)， 即 与 矩阵 A 中 的 各 元 素 相 乘 . 矩阵 B 叫做 实数 k 与 矩阵 A 的 数 乘 . 
比如 对 上 面 四 位 学 生 三 门 课程 的 综合 成 绩 评定 : 据 测验 的 重要 性 ,一 般 可 设 平 
时 测验 占 总 分 的 15%, 期 中 考试 占 25%, 期 末 考 试 占 60%, 则 W = 15%T 十 
25%T;, 十 60%T;, 即 
6 8 9 3 9 
858 | 
W=15% 87 g|+25% 7 8 


一 e099 洪 岂 是 再 浴 击 汁 小 


5.25 7.65 8.75 
7.5 6.1 8.85 
7.75 7.25 8 
5.45 5.4 6.4 


十 60% 


wo 加 oo 
oo 0 中 
am weD 
om oo 避 虽 


4 6 7 5 6 


可 以 验证 矩阵 与 数 乘 满足 以 下 性 质 : 

如 果 A, B 是 同 阶 的 矩阵 ,r,s 是 任意 实数 ,那么 有 

(1) r(A 十 B) = rA 十 rB; ( 数 乘 对 和 矩阵 加 法 的 分 配 律 ) 
(2) (r 十 9)A = 内 十 几 ; ( 数 乘 对 实数 加 法 的 分 配 律 ) 
(3) (rs)A = r(A).( 数 乘 的 结合 律 ) 


2.2.2 矩阵 的 乘法 (变换 的 复合 ) 
我 们 或 许 会 想 ,矩阵 的 乘法 是 不 是 对 应 元 素 相 乘 ? 不 是 ,这 样 定义 的 乘法 没有 


人 ee" pe 
”二 


用 途 . 我 们 要 求 两 个 相 乘 的 矩阵 具有 这 样 的 性 质 :第 一 个 矩阵 的 列 数 等 于 第 二 个 矩 
阵 的 行 数 . 
疙 绩 汪汪 设 A 一 (oj)。，B 一 ( 广 )wo, 则 C 一 AB 一 (cs)wxo， 其 中 
by 
C5 = (ans Az, **, an) 的 一 aabu 十 azpboj 十 … 十 anbwy 
by 


即 C 的 第 i 行 第 7 列 元 素 是 A 的 第 i 行 向 量 与 B 第 j 列 向 量 的 数量 积 . 我 们 把 矩 
阵 C 叫做 矩阵 A 与 矩阵 B 的 乘积 , 记 作 AB = C. 

值得 注意 的 是 :根据 矩阵 乘法 的 定义 ,只 有 当 左 边 的 矩阵 A 的 列 数 与 右边 的 
矩阵 B 的 行 数 相等 时 ,它们 的 乘法 AB 才能 进行 . 

例 1 设 在 一 家 商店 里 ,柑橘 每 个 0. 3 元 ,苹果 每 个 0. 5 元 , 香 检 每 个 0. 4 元 . 
小 丽 要 3 个 柑橘 、2 个 苹果 和 4 个 香 攻 , 问 小 丽 购 水 果 的 支出 是 多 少 ? 


站 解 : 据 题 意 三 种 水 果 的 价格 用 向 量 表示 为 : p 一 0. 30, 0. 50, 0. 40), 小 丽 对 
总 这 三 种 水 果 的 需求 用 向 量 表示 为 : a = (3，2,，4), 则 小 丽 购 水 果 的 支出 为 : 
的 3 
初 
并 p*a= (0.30, 0.50, 0.40). |2|= 3.5. 
学 4 
@ 
? 例 2 一 家 水 果 店 出 售 5 种 水 果 , 它 们 的 单价 和 利润 如 表 1 所 示 : 
1 表 1 
品种 西瓜 哈密 瓜 水 蜜 桃 葡萄 草莓 
单价 (元 /千克 ) 3. 00 6. 50 4. 50 5.00 8.00 
利润 (元 /千克 ) 0.50 1.50 | 1.00 1.20 1.30 
每 笔 生意 的 购买 量 如 表 2 所 示 : 
表 2 
品种 西瓜 哈密 瓜 水 蜜 桃 葡萄 草莓 
顾客 甲 10 5 8.5 3 2 
| 顾客 乙 0 15 5 多 5 
| 顾客 丙 15 10 10 8 7.5 
试 计算 每 笔 生意 的 营业 额 和 利润 . 
mm 3 “9 全国 


解 : 设 购买 量 矩 阵 为 


A4A=|0 15 5 2.5 5 


15 10 10 8 7.5 
单价 向 量 和 利润 向 量 构成 的 矩阵 


10 5 8.5 3 | 


于 是 


3.00 0.50 
10 5 85 3 2 1]|6.50 1.50 
| 4.50 1.00|= 
5.00 1.20 
8.00 1.30 
2 
1 


172. 50 37.00 
255.00 51.85 


131.75 27. | 


例 3 已 知 A= (|， 2),B=(_， 3), 求 4B， 


Wl [Li 相 G 吉 
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我 们 顺带 计算 一 下 BA, 发 现 BA 一 ( 3)( | 


个 例子 告诉 我 们 矩阵 的 乘法 一 般 不 满足 交换 律 . 


例 4 e 和 nA=( 3),B=(; jrc=( 1 


2 —1\/1 4 /0 0 2 一 1\/2 3 0 0 

第 全 人 二 8)= 人 小 AC= @ a 6)= (, 

从 这 里 我 们 看 到 虽然 A 关 0, B 关 0, C 隆 0, 但 AB 可 能 为 0 矩阵 ,这 是 矩阵 
与 普通 数 的 区 别 之 一 , 即 矩阵 不 能 像 普 通 实数 一 样 具备 消去 律 . 

和 矩阵 的 乘法 是 一 种 较为 复杂 的 运算 ,普通 数 的 乘法 性 质 , 不 全 部 适用 于 和 矩阵 乘 
法 ,虽然 大 部 分 有 效 , 但 有 一 部 分 比如 上 面 所 介绍 的 则 不 再 有 效 . 设 A, B，C 为 矩 
阵 , 一 般 而 言 , 对 矩阵 的 乘法 运算 具有 下 列 性 质 : 

(1) (4B)C = A(BC); (结合 律 ) 


I 


) 求 4B、AC. 
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(2) A(B 十 C) = AB 十 AC, (A 十 B)C = AC 十 BC. (乘法 对 加 法 的 分 配 律 ) 


2.2.3 三 种 运算 之 间 的 关系 


和 矩阵 的 加 法 、 乘 法 和 数 乘 满足 以 下 性 质 : 

如 果 A，B, C 是 使 下 列 运算 有 意义 的 矩阵 ,~ 是 任意 实数 ,那么 有 
(DA(B+OC) = AB+AC; (矩阵 乘法 对 加 法 的 ( 左 ) 分 配 律 ) 
(2) (B+OA= BA 十 CA; (矩阵 乘法 对 加 法 的 ( 右 ) 分 配 律 ) 
(3) r(AB) = (rA)B = A(rB); (矩阵 乘法 对 数 乘 的 结合 律 ) 

(4) (AB)C = ACBC). (矩阵 乘法 的 结合 律 ) 


在 进行 矩阵 的 加 法 和 乘法 的 混合 运算 时 ,也 像 实数 的 四 则 运算 一 样 ,在 没有 括号 
时 ,默认 先 乘 后 加 的 运算 次 序 . 


2.3 矩阵 的 逆 
喇 允 罗 曙 ” 主 对 角 线 上 的 元 素 均 为 1, 其 余 为 0 的 方 阵 称 为 单位 阵 ,用 字母 I 


高 
奴 表示 . 
下 比如 ， 
的 
初 1 0 0 0 
1 0 了 0 1 0 0 
学 A=(% 小 3B=|o1 中 cc= ， 
. 0 1 0 0 .10 
2 0 0 1 
. 0001 
? 
分 别 是 2 阶 单位 阵 ,3 阶 单位 阵 和 4 阶 单位 阵 . 
设 A 为 3 阶 矩 阵 ,7 为 3 阶 单位 矩阵 , 即 
al az al 1 0 0 
A=|a az asl,TI=|0 1 0|， 
Q31 dz ld33 0 0 1 
则 
al az asl[1 0 0 al a a 
AI= |an az as||l0 1 0|=|a az aa|=A, 
asl aaz asji0 0 1 Qa ds ass 
1 0 0]1fana az an Qau a a 
IA=|0 1 0llan az as|= lan az a»|= A. 
0 0 llan as as aal Aas ass 
bm “9 昌国 


一 般 地 ,A 为 任意 的 矩阵 ,I 为 单位 矩阵 , 则 AT = IA 二 A, 单位 矩阵 工 相当 于 
实数 乘法 中 的 “1”. 从 上 面 的 讨论 可 知 , 在 适当 的 限制 下 ,矩阵 可 以 进行 加 减 和 乘法 
运算 ,而 不 引进 除法 运算 ,但 是 对 某 一 类 矩阵 ,乘法 的 逆 运 算是 可 能 的 ,这 是 除法 的 
等 价 物 . 

宠 妆 里 〗 对 于 一 个 n 阶 方 阵 A, 如 果 存 在 一 个 n 阶 方 阵 B, 使 得 AB = 
BA = , 则 称 和 矩阵 B 为 矩阵 A 的 逆 矩 阵 , 记 为 A7 一 B( 或 BY = A). 

值得 注意 的 是 A、B 互 为 递 矩阵 . 逆 矩 阵 的 概念 相当 于 实数 乘法 运算 中 倒数 
的 概念 :如 0.8 X 1. 25 = 1, 因此 可 将 1. 25 和 0. 8 互相 看 作 关 于 乘法 运算 的 “ 逆 ” 
元 素 . 

1 0 1 0 0 一 1 0 1 
比如 (0 | =(。 el 吕 =(_，; 让 
若 一 个 矩阵 A 存在 逆 矩 阵 A 一 , 则 这 个 逆 矩 阵 唯一 . 


证 明 : 若 还 存在 一 个 逆 矩 阵 使 得 QA = AQ = 工 成 立 , 则 Q4A” = 
Q(AAT1) =QI = Q, Q44 = (QA)AT' = 克 = 人 A ,得 到 Q 一 人:. 


第 
是 否 任意 的 矩阵 都 存在 道 矩 阵 ? 回答 是 否定 的 ,比如 C = (0 外), 则 C 不 可 因 
能 有 逆 矩 阵 . 事实 上 ,C 与 任何 2 阶 和 矩阵 D 的 乘积 CD, 其 第 一 行 元 素 全 是 零 , 即 息 
CD 关 了 因此 C 的 逆 矩 阵 不 存在 . 最 
方 阵 A 可 逆 的 充 要 条 件 是 A 为 非 退 化 方 阵 ( 即 | A | 天 0), 而 且 二 
当 A 可逆 时 ， . 
el | 
ed 


其 中 A" 是 A 的 伴随 乱 阵 
如 果 人 A 是 二 阶 方 阵 , A 二 ), 记 14 1 二 od 一 如 ( 关 0), 则 可 推 得 A 一 


1 二 一 
Ct 
一 般 地 ,n 阶 方 阵 的 伴随 矩阵 为 
An An “~ An 
As An … Au 
4 0 Er . 
ie -An Me 


每 一 个 Ai 的 符号 取决 于 (一 1) 


© O00 ps 
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例 5 求 4 一 (。 ?的 这 拓 阵 


解 :A=( 下) 


求 两 个 矩阵 A、B(B 可 逆 ) 的 除法 就 相当 于 求 A 乘 也 一. 


例 6 已 知 矩阵 A 一 (3 aj:3= 0 2) 求 A 二 B. 


解 : m1BI=| 站 = 6 一 4=2 关 0, 故 乱 阵 B 存 在 了 
i | = 
-1(_ = El 
2 
1 
1 -了 | [-1 1 
高 过 Ee Me ? 各 > 
蝇 则 A 二 B=AB" = (3 4) a ls 让 
下 4 
的 
初 
要 
二 $3 矩阵 与 变换 
人 
二 
， 2 :十 2zs 一 六， 
| sma=( 1] 可 以 理解 为 线性 方程 组 | 十 2 一生" 的 系数 矩阵 . 换个 
2zi 十 zz = bs 
角度 看 , 若 把 zi ，zs 看 成 是 已 知 , 则 这 一 组 方程 可 以 用 来 确定 ,bs 这 两 个 数 , 即 
可 以 用 这 一 对 方程 去 定义 一 个 变换 /:R* -> R*, 这 个 变换 由 表达 式 f(z ,zs) 一 
Cb, 名 ) 或 f(z zs) = (zi 十 27s，2zi 十 zs) 所 确定 . 这 个 变换 称 为 由 矩阵 A 所 
确定 的 线性 变换 . 
a 
2 EA 
网 加 四 
EA 1 .2 [2 IT 启 
加 -人 1) 的 ,这 里 /一 A 一 (2 小 
芋 久 838 如果 把 列 向 量 [| 看 作 点 P 的 生 标 Gn， 志 ), 把 列 向 量 [ ] 看 作 
2 2 
Emmad so 


点 的 兴 标 (2，z), 那 和 年 阵 A 一 (《“) 确 定 了 一 种 生 标 的 变换 :|| 一 
2 


[敌人 A 一 (5) 也 确定 了 一 种 点 的 变换 P 一 P, 称 点 P' 是 点 P 在 变换 A 


下 的 像 . 

因此 矩阵 既 可 以 看 成 是 若干 个 数 依 一 定 的 行列 次 序 排列 而 成 的 一 种 数 表 结 
构 , 也 可 以 看 成 是 一 种 特殊 的 变换 ,而 我 们 上 面 提 到 的 矩阵 乘法 则 相当 于 变换 的 一 
种 复合 . 另外 我 们 在 第 七 章 中 对 称 与 群 中 , 提 到 有 三 种 运动 ,其 实 可 以 将 它们 看 作 
是 一 种 特殊 的 变换 , 即 保持 图 形 中 任意 两 点 距离 不 变 的 变换 ,这 些 变换 也 可 以 用 和 矩 
阵 来 刻画 . 下 面 我 们 以 二 阶 和 矩阵 为 例 , 探讨 矩阵 及 其 表示 的 变换 和 平面 向 量 的 
乘法 . 


3.1 变换 与 变换 矩阵 
3.1.1 人 恒 等 变 换 


第 
设 短 阵 A 二 (了 1)， 则 由 短 阵 A 所 确定 的 线性 变换 为 :RRe, 这 一 变换 罗 
2 2 1 Ofz]_ [z+0z)] _ [x wa 短 
|- -a 
几何 意义 是 把 R 中 的 每 一 个 向 量 映射 成 自身 .这 样 的 矩阵 ( 即 单位 矩阵 ) 所 表示 刘 
的 变换 为 恒 等 变换 . : 
: 
3.1.2 反射 变换 
CD 设 拭 阵 A = (” 1), 则 由 矩阵 A 所 确 全 
,et P(x,, xr,) 
Xl x1 ! 
定 的 线性 变换 为 PR 一 RE， 7 人 | 一 4 人 |- | 
A 下 
0 —1/lz; 0zi 一 立 —Z ye 
的 几何 意义 是 把 Re 中 的 每 一 个 向 量变 成 它 关于 z 
轴 对 称 的 向 量 , 如 图 1. 图 1 
(2) 设 4 一 (。 ，), 则 由 兴隆 人 A 所 确定 的 线性 变换 为 /:R' 一 Re，/ [| 一 
4 四 = =[ 这 = ,eA 的 几何 意 是 把 
0zxi 二 zz 
ee。… | 


中 的 每 一 个 向 量变 成 它 关 于 y 轴 对 称 的 向 量 ,如 图 2. 


y 
> P'(zx», ID) 
P(x, 7)) Plzy 23) 和 


图 2 图 3 


1 
(3) 设 A 一 ( 1 , 则 由 拭 阵 公所 确定 的 线性 变换 为 PR Re，/| ”| 
2 


1 0 1Wfz 0zi 十 zz Zz wy 
sj=0 )E] | [BtA 的 几何 意义 为 把 中 的 每 


训 一 个 向 量变 成 它 关于 直线 y = z 对 称 的 向 量 ,如 图 3. 

点 

下 

入 3.1.3 ”伸缩 变换 

等 1 0 

党 设 A= | | 一, 由 /| ']- 

2 

HH 2Zl 十 0zz Xl 

| 4 ]- 中 |- = | 1 | 给 出 ,此 矩阵 A 的 几何 意义 是 把 
Xs 2 oz 十 去 ms pa 


本 中 的 每 一 个 向 量 沿 y 轴 方 向 垂直 压缩 为 原来 
1 = _ 
的 去 . 若 B= (。 1) 表示 沿 < 轴 方向 拉 伸 2 信 


I Pz 2x;) 


P(x x;) 
a 0 2 一 Perzy) 
般 的 伸缩 变换 可 用 人 。) 《1a | 或 15| 大 于 1, 则 ps 
表示 拉 伸 ; 小 于 1 则 表示 压缩 ) 来 表示 ,其 中 必 关 


0. 如 图 4. 


3.1 4 水 平 推移 变换 
设 A 一 (。“), 则 由 逢 阵 A 所 确定 的 线性 变换 为 PER 一 Re 人 |- 


Eee 1 40 “9 全 


1 1 Zi 十 2zz Zi 十 2zz 
4 四 =(3 裤 四 = 区 交合 |= | ,这 里 是 将 纵 兴 村 以 2 加 到 模 


坐标 上 . 得 到 zx1 = zi 十 2zz. 


3.1.5 旋转 变换 
cos 玫 一 sn 至 
设 A= , 则 由 矩阵 A 所 确定 的 线性 变换 为 /:R? 一 R?， 
sin 所 Cos 
cos I YZ rz 
7 人]=< 忆 |= 人 Nl |- ”| ,此 矩阵 和 的 几何 
mo a sin 竹 & zi 十 2 


意义 是 把 R* 中 的 每 一 个 点 (x, y) RE 如 图 5. 


?3 
/2 
(人 =- 吧 nm， 冯 =+ 学 = Cs 
图 5 
cosb —sinO 
一 般 地 , 若 旋 转 任意 角 0, 则 A 一 (~ ) 
sin0 cosb 


3.1.6 切 变 变 换 
设 A = (》 1 ), 则 由 矩阵 人 所 确定 的 线性 变 


玫 


P(zi za) Pzitzy za) 
2 1 
换 为 f:R 一 R， 全]= AP] - 


1\[z Zi 十 zz ZI 十 Zz 
| (a Ps | ne 


ee@@ 洪 准 吓 再 沿 二 寺 渡 


3 | 1 总 


为 切 变 变换 , 切 变 是 一 种 坐标 系 “ 扭 曲 ”变换 , 非 均匀 地 拉 伸 它 . 切 变 时 角度 会 发 生 
变化 ,但 面积 和 体积 都 保持 不 变 . 


一 般 地 ,把 (， )， 引 (; 3),，(_ ?这 类 矩阵 所 表示 的 变换 称 
0 


3.1.7 投影 变换 

设 A 一 (40), 则 由 逢 阵 A 所 确定 的 线性 变换 为 PR 一 Rf/[ | = 
0 0 Zz 

Xl 1 0\V[z ZX1 十 0x2 zl 

Zz = o) = ro- i 


阵 A 的 几何 意义 把 R* 中 的 每 一 个 点 (z， y) 变 成 z 
轴 上 的 一 个 点 (z，0) ,如 图 7. 
1 0 0 0 0 1 
一 般 地 ,把 (。 0)，(。 1)，(。 1)) 这 类 矩阵 
所 表示 的 变换 称 为 投影 变换 . 投影 变换 将 所 有 点 都 四 7 
被 拉平 至 垂直 的 轴 . 
反射 变换 ,伸缩 变换 , 切 变 变换 等 是 最 基本 的 几何 变换 ,通常 称 为 初等 变换 . 当 


《天 0 时 ,表示 这 些 变换 的 短 阵 (1 ，)，(” 1 )，( ,等 称 为 初等 变换 短 隆 . 


P(x,0)™ 


*e09@ 怀 泛 并 当下 才 油 浊 台 


3.2 点 ,直线 、 图 象 

3.2.1 举 标 变换 与 点 变换 

例 7 GD 设 4= 人 1 PQ,D, Qto, 0.5), 求 P、Q 在 变换 A 下 的 像 
@ 设 B= (1 1)， PQ D, Qk0, 0.5)， 求 P、Q 在 变换 有 下 的 像 


解 : (1) 因为 ( 1)()= (7), ( 1)( )= (Cp 所 以 P'(2, 1)， 


o 1 Uh \o 1/\o0.s/™ \o.s 
Q'(0. 5, 0.5). 
(2) 因为 (1 oe 1)(0)= (0 ) Po, 2), Q (0, 0.5). 
3.2.2 直线 的 变换 


(1) 对 于 直线 PQ, 如 果 X 是 PQ 上 的 点 ( 非 Q) ,那么 存在 实数 4, 使 PX 一 


mm 00 
I 


XX6, 即 0X 一 OF = 06 一 5 茂 ) , 解 得 


OX 一 TO +406). 


设 Plzi, wm),，Q(Cr，y)，XCz，y), 则 有 


网 忆 网 有 


这 就 是 点 六 在 PQ 上 的 充 要 条 件 (除了 X、Q 重合 ). 
(2) 对 P, Q, X 的 坐标 作 变 换 , 设 变换 矩阵 A， 


zy /zx ZI ZI x 2 
A = ,A 一 ,A = » 
加 人 Nn 加 ye 加 
即 X，P, Q 的 像 X “zy)，PCz y'), Q (zi, ys). 
根据 矩阵 的 运算 律 
第 
工 | 2 Ta 九 
‘OA hl 
bb) 3 
1 2 变 
换 
即 . 
站 
全 
? 


iT zs 
的 = 二 + 

于 是 得 到 : 若 X、P、Q 共 线 , 则 X' zy)，P' (zl 1), Q (zs, 2%) 共 线 , 且 
保持 比例 . 


3.2.3 ”图 形变 换 (直线 型 图 形 的 变换 ) 

所 谓 图 形变 换 就 是 图 形 上 的 点 都 作 同 一 变换 . 图 形 是 由 点 组 成 的 ,而 平面 上 任 
何 点 已 都 与 坐标 (z，?y) 一 一 对 应 . 如 果 将 图 形 上 点 的 坐标 改变 ,那么 图 形 的 形状 、 
大 小 和 位 置 也 会 发 生 相应 的 改变 . 下 面 我 们 分 别 由 变换 矩阵 使 得 图 形变 换 , 再 由 图 
形变 换 找 到 相应 的 变换 矩阵 两 个 角度 来 看 变化 的 具体 过 程 . 

1. 从 变换 矩阵 到 图 形变 换 

例 8 已 知 图 形 是 一 面 三 角 旗 , 旗 上 的 几 个 关键 点 的 坐标 分 别 是 A(2, 1)， 
B(4, 1.5), C(6, 2) 和 D(4.5, 一 0. 5) ,如 图 8. 试问 在 下 列 各 变换 矩阵 的 作用 下 ， 
点 A, B, C, D 坐标 各 变 成 什么 ? 


© e001 pm 


see@@ 怀 涟 准 才 下 才 沿 汉 对 


D(4.5, —0.5) 


( 


4 图 8 


(5) As = 0 :OA 一 人 2 一 人 | 


解 ， (1) 因为 变换 矩阵 A 一 (” 2)， 故 变换 后 A， B,C,D 的 坐标 分 别 为 


fe Gh ls 
ln 


C(6, 2) C'(12, 4), 
D(4.5, 一 0.5) 一 D’(9,—1). 


变换 后 所 得 到 的 图 形 与 原 小 三 角 旗 的 形状 、 方 向 相同 ,但 尺寸 不 同 ,如 图 9. 


PE 


> 
~ 


图 9 


可 将 上 述 四 个 矩阵 乘法 可 以 合并 成 一 个 : 
人 5) 4 6 (人 8 12 


9 
_ 1) 下 面 类 似 . 


0 2/\1 5 2 一 0.5 2 3 4 


ae@ 
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1 


(2) 因为 变换 矩阵 A: 一 (0 


了 ), 则 A， B,C, 变换 后 的 坐标 分 别 为 


.+ 
( 0 ij 下 二 光 本 1.5 2 本 


所 对 应 的 图 形 与 原 图 形 关于 y 轴 对 称 , 如 图 10. 


> 
3 


Cc" 2 区 

et A— FB 

oF 1 2 3 4Ys 6 将 
D’ D 


图 10 第 
二 
(3) 因为 变换 矩阵 为 4, 一 【。 ，)， 故 变换 后 A，B,，C, DD 坐标 分 别 为 。 所 
阵 
与 
0 1\/2 4 6 4.5)_/1 1.5 2 一 0.5 变 
6 (i i 0 G 4 6 2) a 
所 对 应 的 图 形 与 原 图 形 关于 y 一 z 轴 对 称 ,如 图 11. : 
工 an) [( -好 | 
4 4 2 2 5 /1 一 1 
(4) 因为 变换 矩阵 A 一 一 = 兴 
sin 下 cos 隆 y2 NE 4 4 1 
2 2 


故 变换 后 A，B, C, D 的 坐标 分 别 为 
人 Ft 4 6 | 有 人 2.5 4 出 


2 \1 1/\1 1.5 2 一 0.5 2 省 
下 -sin 
me ed 0 一 1 
(5) 因为 变换 矩阵 4; 一 一 (1 “0)' 故 变换 后 A, B, C， 
sin 也 cos 玛 


DD 的 坐标 分 别 为 


nd 6 4.5 
G eG 1.5 2 Ee) 


全 一 1.5 一 2 2 
2 4 6 .57 


5 
eee 1 


《4) 和 (5) 对 应 的 图 形 是 将 原 图 形 绕 原点 逆 时 针 旋转 皇 或 名 而 得 ,如 图 12. 


(6) 因为 变换 矩阵 为 A 一 【。 ，)， 故 变换 后 A，B，C, D 的 坐标 分 别 为 


1 0\/2 4 6 45\ /2 4 6 45 
fC 2 下海 - 沪 本 人 3 14 1) 
对 应 的 图 形 如 图 13 所 示 , 这 种 变换 在 一 定 程度 上 改变 了 图 形 的 形状 (如 长 度 、 
夹 角 ) ,但 也 保留 了 图 形 的 某 些 性 质 (如 连结 关系 等 ). 
《7) 因为 变换 笨 阵 为 A 一 【。 0 , 故 变换 后 
A,，B, C，D 的 坐标 分 别 为 
45\、 /2 4 6 4.5 
G 昌吉 1.5 2 05)- ( 0 0 o): 
对 应 的 图 形 是 将 原 图 形 上 的 各 点 投影 到 xz 轴 
上 ,如 图 14. 
2. 从 图 形变 换 到 变换 矩阵 
例 9 请 分 别 求 出 下 列 这 些 图 形变 换 所 对 应 的 变换 矩阵 : 


y 


-ee@@ 尺 玫 香雪 下 才 沿 汉 对 


mm 09 人 全 
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了 


4> 


狼 愉 则 ”如 过 攻 其 党 @@e0e. 


4> 


> 
一 


性 


ol 


(2) 


(3) 


S 


(4) 


(5) 


(6) 
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解 : (1) 因为 左右 两 个 图 是 关于 z 轴 对 称 , 所 以 所 对 应 的 变换 矩阵 为 


A = ( 下 


(2) 因为 左右 两 个 图 是 关于 y 轴 对 称 , 所 以 所 对 应 的 变换 矩阵 为 


*e99@ 怀 涟 避 当 于 才 沙 汉 届 


一 1 0 
0 小 


(3) 因为 右 图 是 左 图 往 上 拉 后 得 到 的 ,所 以 所 对 应 的 变换 矩阵 为 


As = ( 3 


-| 


(4) 因为 右 图 是 左 图 往 右 拉 后 得 到 的 ,所 以 所 对 应 的 变换 矩阵 为 


A, = 人 的 


mm © 


(5) 因为 右 图 是 左 图 递 时 针 旋转 入 后 得 到 的 ,所 以 所 对 应 的 变换 矩阵 为 


区 TR 
cos 二 一 sin 厄 
2 2 
As 一 ut 


sin 学 cos 过 
(6) 因为 右 图 是 左 图 关于 y 二 zx 对 称 后 得 到 的 ,所 以 所 对 应 的 变换 矩阵 为 
0 1 
ee 6 路 
〈7) 因为 右 图 是 左 图 绕 原点 逆 时 针 旋 转 x 后 得 到 的 ,所 以 所 对 应 的 变换 矩阵 为 


(1 i) 


工 
cos 才 
4 


ee@@ 洪 准 吓 肌 沿 ” 岩 寺 洲 


3. 变换 的 合成 与 矩阵 的 乘法 
例 10 上 述 例 9 的 (9) 中 的 右 图 可 既 可 以 看 成 是 左 图 绕 原点 顺 时 针 旋转 至 后 


得 到 ,又 可 以 看 成 先 绕 原点 着 时 针 旋转 下 ,再 绕 原点 着 时 针 旋转 x 后 得 到 的 . 


”旋转 了 一 ”旋转 7 一 


a/ 


人 ee 
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*e@9@ 怀 轿 符 当 下 才 油 浊 双 


后 一 种 看 法 其 实 就 是 两 个 变换 的 合成 ,反应 在 矩阵 上 就 是 两 个 矩阵 相 乘 , 即 


人 a 一 sin 香 
sinx cosx sin 玛 cos 屯 

. cos( 一 至 ) —sin(—4) - 妈 ([! 1) 
sn(- 竺 ) (| 一: 


一 般 地 ,车 图 形 -人 > 图形 T'; 图 形 T > 图形 T”, 则 图 形 了 一生 图形” 
(= 各 (OO)=-( _D), 
CC a J 
WC 


值得 注意 的 是 ,在 例 10 中 ,变换 A、B 交换 次 序 后 的 结果 是 相同 的 ,但 在 一 般 


的 情况 下 并 不 如 此 . 图 形变 换 的 合成 结果 与 次 序 有 关 , 也 说 明了 矩阵 乘法 不 满足 交 
换 律 . 


例如 


(4) 逆 变 换 与 道 矩阵 
车 图 形 在 矩阵 A 的 作用 下 变 为 图 形 了 ,图 形 在 矩阵 BB 的 作用 下 又 变 回 
到 图 形 工 , 则 变换 B 叫做 变换 A 的 逆 变 换 , 即 图 形 <> 图 形 了 ;图 形 了 > 图 
形 工 .比如 下 面 的 各 图 我 们 知道 存在 逆 变 换 与 存在 逆 甜 阵 是 等 价 的 . 
人 
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显然 , AB = BA = 下 . 


$4 矩阵 的 应 用 


4.1 Markov 链 


4.1.1 天 气 的 Markov 链 
假设 我 们 把 本 市 的 天 气 分 为 三 种 状态 : 晴 、 阴 和 下 雨 . 车 今 天 天 阴 , 则 明天 晴天 


O00 上 PR 
ee 


的 概率 为 二, 阴 的 概率 为 二 ,下 雨 的 概率 为 十. 如 果 今天 天 畏 ,或 今天 下 雨 , 则 明天 


天 气 会 出 现 另 外 的 概率 . 这 些 概率 可 以 通过 观察 本 市 以 往 几 年 每 天 天 气 的 变化 趋 
势 来 确定 . 


3 
省 


温 
国 
ED 
可 
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上 | el- Bl- 
上 | 一 吕 | 一 上 | 一 


oo|- ol- lw 


这 是 用 概率 方法 预测 天 气 的 一 种 简化 形式 . 矩阵 A 中 的 概率 称 为 转移 概率 ， 
和 矩阵 A 称 为 转移 矩阵 . 它 的 一 列 对 应 今天 天 气 的 状态 , 它 的 每 一 行 对 应 明天 的 天 


气 ,如 azs 一 十 ， 表示 今天 下 雨 明天 转 阴 的 概率 . 以 当前 状态 来 预测 下 一 段 时 间 不 


同 状 态 的 概率 模型 , 称 为 Markov 链 (马尔 科 夫 ，1856 一 1922). 对 于 一 个 Markov 
链 来 说 ,转移 矩阵 的 每 一 列 的 概率 之 和 必定 为 1. 

已 知 今天 天 晴 、 是 阴 或 是 雨 的 概率 ,就 可 以 用 转移 矩阵 A 提供 的 数据 来 计算 
明天 是 晴 、 是 阴 还 是 雨 的 概率 . 设 p,，p。，ps 分 别 为 今天 是 晴 、 是 阴 、 是 雨 的 概率 ， 
设 pt，ps， ;分别 为 明天 是 晴 、 是 阴 、 是 雨 的 概率 . 利用 Markov 链 ,可 计算 明天 天 
气概 率 为 
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Pn 
ps 
ps 
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如 果 在 清晨 我 们 听 到 天 气 预报 为 ,今天 为 阴 或 为 雨 的 概率 为 二 ,那么 加 一 0， 


ps 一 到， 记 一 去. 利用 今天 天 气 的 这 些 概率 ,再 用 Markow 链 , 就 可 预测 明天 天 
气 的 概率 ， 


ol ol lw 
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通过 计算 得 到 100 天 后 , 哺 、 阴 、 雨 的 概率 分 别 为 共 ， 高 亏 , 并 且 以 后 也 是 稳 


二 17 
4 2 4||8 32 
宇和 入 村 训 | 二 上 上 直 | 
P=ls 4 2|l8|= |al; 
亚 . 证 , 计 川 亚 13 
8 4 4 狼 4 64 
名 土 江 | | 到 149 
4 2 4||32 256 
三 | 尘土 了 入 || 娄 | | 卜 
P=|ls 4 2|l6l= 2 
也 1 已 . 二 | 川 芝 A 
8 4 4)l64 256 
3 1 1][149 307 
4 2 4||256 512 
P. 一 下 ”于 | 查 451 
8 4 2||64 2048|; 
7 | _363 
8 4 4 儿 256 2048 

14 

23 

Piw = | 言 |. 

二 
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定 在 这 个 概率 ,下 面 对 此 结论 进行 证 明 . 

3 

4 2 4 8 

了 了 1 会 3 

证 明 , P: 一 AP 一 | 言 未 #1|2|= | 
1 

pe 1 

Ee ey 

Tx 

32 

已 =4P:= | 起 |， 

13 

64 


类 似 地 ,有 
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eee 


是 否 存在 一 个 稳定 的 极限 ,使 得 P,P ，…, 一 L 王 (4, ls， ls)? 若 这 个 极限 
存在 , 则 用 此 来 刻 划 天 气 转移 的 速度 . 现 假设 该 极限 存在 , 设 为 工 , 则 工 = LA， 
L—LA=0,L(I—A)=0, 


3 二 于 
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a es 
0 1 0|-| 寺 二 去 [||a|= ol， 
oo la bo 
观 8 4 4 有 
加 
ey 
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四 
学 8 4 和 四 
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人 
re es 
4 3 4| 信 一 去 一 
1 _5 
0 5 一 I> a 
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ee 
0 -去 训 | lo oo 。 
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解 得 4 一 六 ,4 一 荆 4, 因 为 概率 之 和 为 1, 即 4 十 ls 十 4 一 1, 那么 也 4 十 


4 十 4 一 1 从 而 红 一 1, 4 一般, 那么 4 一 其, 4 = 遍 . 这 就 是 上 述 天 气 


Markov 链 稳定 分 布 的 概率 . 


4.1.2 教学 效果 的 Markov 链 

例 11 某 校 高 一 年 级 招生 200 名 新 生 , 由 A、B 两 位 教师 担任 该 年 级 的 数学 
课 ,每 位 教师 负责 100 名 学 生 的 教学 . 在 学 期 初 和 学 期 末 分 别 进 行 了 两 次 统一 测 
试 ,分 别 测 得 两 位 教师 所 教学 生 的 成 绩 分 布 以 及 各 成 绩 等 级 学 生 在 两 次 测试 中 的 
转移 情况 (如 表 3) ,试用 齐 次 马尔 科 夫 链 的 方法 比较 两 位 教师 的 教学 效果 . 


表 3 


学 期 初 成 绩 分 布 学 期 初 成 绩 分 布 
A 教 师 B 教 师 


所 教 班 优等 | 中 等 | 差 等 所 教 班 优等 | 中 等 | 差 等 
30 人 | 30 人 | 40 人 50 人 | 40 人 | 10 人 


优等 6 人 | 25 | 5 10 | 优等 人 | 40 | 20 0 
期 末 成 | 中 等 4 人 | 5 | zs 10 | 中 等 oO 人 | 10 | 15 5 
绩 分 布 

差 等 10 人 


解 : 先 计算 学 生 的 分 化 情况 : 
对 A 教师 班 ,用 30 分 别 除 第 一 列 ,30 分 别 除 第 二 列 ,用 40 分别 除 第 三 列 得 到 
下 列 矩 阵 P 
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A 教师 :前 1 ”前 2 ”前 3 了 B 教 师 :前 1 ”前 2 前 3 
5 . 1 4 1 
后 4 后 1 
1 5 1 1 3 和 
i 和 
后 0 0 到 后 3 0 至 寺 
et 
6 6 4 
对 于 A 老师 :P= | 二 ”号 “ 寺 | , 这 就 是 转移 矩阵 ,所 以 解 方程 ! 一 Pl. 
1 
0 0 于 
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8@@@ 发 涟 并 当政 才 沿 浊 对 


0.5 50 
解 得 1 二 |0.5|m, 令 m= 二 100, 得 /= | ese Apso A 
0 0 
0 人 . 


优 、 中 、 差 等 分 别 记 为 900%，70%，50%, 于 是 可 计算 得 初始 分 值 为 30 X 
90% 十 30 X70% 十 50 X 40% = 68( 分 ) ,最终 分 值 为 50 X90% 十 50 X70% 十 0X 
50% 一 80( 分 ). 


en- 四 | 


对 于 也 老师 同 理 : P 一 ,所 以 解 方程 ! = PL. 


© 
wl olw So 


v= SI 


人 
3 3 
等 |m, 令 mm 一 100, 得 != | 器 | , 即 优等 生 67 人 ,中 等 27 人 ,差生 


汪 20 
1 


解 得 / 


a 
oo 


6 人. 

优 、 中 、 差 等 分 别 记 为 900%，70%，50%, 于 是 可 计算 得 初始 分 值 为 50 x 
90% 十 40 X70% 十 10X50% = 78( 分 ) ,最 终 分 值 为 67X 90% 十 27X70% 十 6X 
50% 一 82( 分 ). 

因为 A 老师 的 教学 效果 为 80 一 68 = 14,B 老 师 的 教学 效果 为 82 一 78 二 4, 所 
以 A 老师 的 教学 效果 要 比 B 老师 的 效果 好 . 


4.2 线性 方程 组 的 矩阵 解法 
如 果 在 变换 A 二 (5“) 下 ,点 PCz, y) 的 像 P'Ce， 让 已 知 , 求 点 的 举 标 


(zx, y), 即 


如 果 | A | 和 0, 那么 


其 中 ， 


所 以 ， 
Se 
bra) (7 
例 12。 解 线性 方程 组 | 
解 原 方程 组 可 表示 为 (3 7)(“) = (_2)- 它 的 系数 生 阵 A = (3 ?的 
逆 短 阵 为 A! 二 (了) ,方程 的 两 边 同 时 左 乘 A-1, 妈 
is 第 
Cs te 和 
其 中 和 
CEI WD i 
. 
全 


所 以 方程 组 的 解 为 () = ( “5 


了 若 rank(A) = rank(A | B) ,线性 方程 组 AX = B 有 解 . 
(1) 当 存 在 A 一 , 则 有 唯一 解 ; 

(2) 当 A 一 不 存在 , 则 有 无 穷 解 . 

若 rank(A) 关 rank(A | B) ,线性 方程 组 AX = 也 无 解 . 


4.3 ”特征 值 与 特征 向 量 


我 们 考虑 一 个 在 第 三 世界 国家 可 能 出 现 的 有 关 污 染 与 工业 发 展 的 模型 . 设 p 
是 现在 污染 的 程度 ,d 是 现在 工业 发 展 的 水 平 ;p'，d' 分 别 是 5 年 后 的 污染 程度 和 
工业 发 展 的 水 平 . 假定 根据 其 他 发 展 中 国家 类 似 的 经 验 ,国际 发 展 机 构 认 为 以 下 简 
单 的 线性 模型 是 随后 5 年 污染 与 工业 发 展 有 关 的 预测 公式 
p’ =p+2d, 
d’=2p+d, 


O00 
2 


m (2)= (2 7)(0). 


车 最 初 有 p 二 1, a 1 人 2 (人 


若 最 初 有 = ,4 一 “, 则 (2)= (: 引 


荆 汉 ”如 果 存 在 向 量 (”) ,使得 (。“)() 一 (7) ,其 中 是 个 数 ,那么 
称 数 1 为 变换 A 的 一 个 特征 值 , 称 ( 非 零 ) 向 量 (”) 为 变换 A 的 属于 特征 值 2 的 特 
征 向 量 . 

所 以 3 是 上 式 中 的 系数 矩阵 A 的 一 个 特征 值 ,而 (1 ) 乘 以 任何 一 个 数 , 即 形 如 


(人 ) 的 向 量 是 A 的 相应 的 特征 向 量 .一般 地 有 ,A*(“)= 3:(<). 
a a a 
a b\/z 还 区 

对 ( 中) 人) :人 ) ,进行 变形 可 得 到 (A 一 AD 人) 一 

几何 意义 : 若 存在 ,使 矩阵 (A 一 AD 作用 在 二 维 平面 列 向 量 5 上 后 ,将 非 零 向 
量变 换 成 零 向 量 . 

例 13 《兔子 和 狐狸 的 生态 模型 ) 兔 子 的 数量 用 R 表示 ,在 没有 狐狸 时 年 增长 
10%, 即 R' = 1.1R; 狐狸 的 数量 用 下 表示 ,在 没有 兔子 时 的 年 增长 一 15%, 即 
下 二 0. 85F. 若 二 者 共存 , 则 种 群 数量 满足 关系 式 : 


一 1.1R 一 0.15F， 
F’ = 0.85F+0. 1R. 


9@@@ 发 亚 悍 雪 下 才 沿 当时 


若 初始 种 群 数量 为 : | 


趋势 如 何 ? 


R, = 1.1R. 1 —0.15F. 疯 LL1 一 全 后 图 | 
(之 1)， 一 了 
py 0 0 (as 0. 虽 Fs 


Ro 
局 | 一 ( 3 同 关 年 后 免 子 和 隐 欠 的 种 税政 量 的 变化 


1.1 一 0.15 


0 1 0. 85), 下 面 求 矩 阵 A 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 


记 A= ( 
a-al= | | 
|1—0.1 24—0.85 

二 X42 一 1.954 十 0.95 一 (4 一 0.95)(4 一 1) 二 0， 


m00 
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风 特 征 值 为 一 1 或 % 一 0.95 ,特征 向 量 分 别 为 一 (2), 一 ( 


Ro, 10 3 1 
mG = |= (0)= t=) +t) = 0,64 
所 以 
C» = A"Co = A"(2& + 4&) 一 2075 + N26& 
3 1 6 十 4X0.95" 
=2(,)+4xo0.95 (1)= Ps 

故 当 n>oo 时 ,R,>6, F,>4, 即 兔子 和 狐狸 的 种 群 数量 分 别 趋 近 于 6 和 4. 
4.4 求 逆 矩 阵 


求 一 个 矩阵 的 逆 矩 阵 可 以 用 代数 方法 ,也 可 以 用 几何 方法 ,前 者 我 们 在 《线性 
代数 ) 中 已 经 研究 过 , 即 当 方 阵 A 的 行列 式 | A | 取 0 时 ,A 存在 逆 矩 阵 , 可 以 通过 


代数 的 方法 求解 A 一 合 | (其 中 A 为 A 的 伴随 矩阵 ). 下 面 我 们 主要 讨论 后 


者 ,如 何 通过 几何 变换 的 方法 来 求解 逆 矩 阵 呢 ? 前 面 我 们 以 二 阶 和 矩阵 为 例 , 知 道 了 
矩阵 可 以 用 来 表示 变换 ,并 学 习 了 7 种 常见 的 初等 变换 ;而 矩阵 的 乘法 可 以 看 作 是 
变换 的 复合 . 由 此 ,我 们 可 以 得 到 ， 
荆 史 8 略 如 果 对 一 个 向 量 先 实行 矩阵 A 的 变换 ,再 实行 矩阵 也 的 变换 , 结 
果 使 得 变换 后 的 向 量 仍然 是 原来 的 那个 向 量 , 则 变换 B 叫做 变换 A 的 逆 变 换 ， 
例 14 已 知 逢 隆 M= (1 一 ) ,把 四 边 形 OACB 其 中 OC0, 0), A(1, 0)， 
C(3, 2)，B(0, 1) 变 成 了 QA'C'B', 其 中 O'(0, 0), A’(3, 一 1), C'(5, 5)， 
B'( 一 2, 4), 即 
生产 = 呈 0 人 人 0 BS 一 这 
本 lo 0 2 = 6 三 法 斌 小 
请 用 几何 方法 求 M 的 逆 矩 阵 . 
解 : 从 几何 上 讲求 一 个 矩阵 的 逆 和 矩阵, 就 是 确定 一 个 矩阵 变换 , 它 把 A"，B'， 
C 变 回 到 A, B,C. 
(1) 先 确定 一 个 把 A'(3, 一 1) 变 回 到 A(1, 0) 的 矩阵. 观察 点 A' 与 点 A 的 坐 
2 二 
标 特征 ,再 联想 伸缩 变换 的 功能 , 故 取 和 矩阵 M 一 上 “| ,点 4 在 Mi 一 上 
| 0 1 


*ee9®@ 洪 败 咱 再 兴 黄 汁 问 


的 作用 下 变 为 (1, 一 1), 即 


接 下 来 再 利 用 切 变 变 换 对 应 的 矩阵 M, 一 (】 “)， 把 入 灾 回 到 A 点 , 妈 


Ga 


也 就 是 说 ,对 A'(3, 一 1) 连 续 实 施 M。，M, 表示 的 变换 后 返回 到 点 A(1, 0) , 即 


wu 可 -全 和- 他 


与 此 同时 ,在 此 时 点 B 在 M，,， Mi 的 作用 下 变 成 了 


没有 变 成 理想 中 的 B. 
(2) 因此 接 下 来 我 们 要 选择 使 B" 返 回 到 点 B 同时 又 对 点 A 不 作用 的 矩阵 , 和 
2 


*e99@ 站 溢 避 当 层 才 油 当 联 


cw 
3 


人 
上 面 一 样 也 是 分 两 步 走 , 先 将 OF | 3 | ,再 将 
1 


3 0 

而 | 变 为 (1). 由 
3 
上 面 的 实践 知 前 者 是 伸缩 变换 后 者 是 切 变 变换 ,根据 B 和 要 到 点 的 坐标 特征 , 先 
多 


1 


1 0 
10 


0 


| 一 人 
取 M 一 3 tenet 3 | ,可 验证 Ms 
和 


10 


1 


2 2 
1 1 三 || 一 万 
对 点 A 不 作用 . 再 选取 M, = | 3 | | |- 
Bi 


2 


2 
3 
1 


0 


(1 ) ,可 以 验证 MX 对 点 Al，o) 也 不 作用 . 也 就 是 说 对 OY = | | | 连续 实施 
了 
AM ，M 表示 的 变换 后 返回 到 点 B(0, 1) ,同时 对 点 A(1， 0) 不 作用 . 即 


Lom Ed 
gn ee@@ 


站， 和 


0 3 


2 
MM; OB” = | 引 
0 10 


1 


这 样 我 们 找到 了 Mi ，M: ，Ms ，M: 四 个 初等 变换 的 矩阵 ,依次 连续 实施 这 四 
个 初等 变换 ,把 点 A'(3, 一 D) 和 B'( 一 2, 4) 变 回 到 点 A(1, 0) 和 点 B(0，1), 即 经 
过 变换 N 二 M,MsM:M, 变 回 原来 的 点 . 


xm»06 = (2)= 3(o)+2(1) ,moe = M(2)=a(M(o))}+ (M1)) 


#00 = md) sl)) ae) 0) 


也 就 是 说 N = M,M3:M:M 能 把 点 A'(3, 一 D) 和 B'( 一 2, 4) 变 回 到 点 A(1， 
0) 和 点 BC0, 1) 的 同时 ,也 能 把 C(5, 5) 变 回 到 C(3, 2). 故 四 边 形 OACB 经 过 变 
换 M 变 为 OA'C'B', 再 经 过 变换 N 变 回 为 OACB. 由 定义 知 矩 阵 N 为 M 的 逆 和 矩 


第 
阵 , 即 ## 
i! 和 矩 

21f1 0 和 2 
M'=N=MMMM,=|! 引 ij 了 3 路 和 上， 每 
0 1Jl? i101 lo 1 | 向 印 过 
2 
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其 中 Mi，Ms，M，M, 均 为 初等 变换 的 短 阵 ,也 就 是 说 乱 阵 M 一 ( ， 4) 的 人 


逆 矩 阵 可 由 这 四 个 初等 变换 矩阵 的 乘积 表示 . 此 题 求 逆 矩阵 的 方法 (几何 ) 具 有 一 
般 性 . 


本 章 思 考题 


.任意 一 可 逆 和 矩阵 与 初等 变换 矩阵 之 间 有 何 关系 ? 
已 知 在 矩阵 M 的 作用 下 ,四 边 形 ABCD 变 成 了 A'B'C'D', 其 中 


All, 1D)，B( 一 1, 1)，C( 一 1, 一 1) 及 A'(3, 一 3)，B'(1, 1), D’'(—1, —1). 


(1) 求 出 矩阵 M, 并 判断 该 矩阵 是 否 为 可 逆 和 矩阵 ,若是 ,请 求 出 其 逆 算 阵 ; 
(2) 确定 点 忆 和 点 C 的 坐标 . 
把 矩阵 M 及 其 逆 矩 阵 ( 若 可 逆 ) 分 别 表 示 为 初等 变换 矩阵 的 乘积 . 

R, = 1.1R.1—0.3F. 


. 若 兔子 和 狐狸 的 生态 模型 为 全 = 0.2R., De 1) ,对 初始 种 群 数 
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0 j: 讨论 第 了 年 后 种 群 数量 C, 及 当 nn 越 来 越 大 时 ,种 群 数 


Ro 
#16- [re]-( 
量 Cu, 的 变化 趋势. 
4. 利用 逆 矩 阵 方法 求 下 列 方程 组 的 解 . 
de 1， 
3z 十 7y 一 一 2. 


5. 通过 本 章 的 学 习 , 阐 述 一 下 从 中 学 到 大 学 对 矩阵 理解 的 变化 . 
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第 十 章 走 进 算法 


算法 是 数学 及 其 应 用 的 重要 组 成 部 分 ,是 计算 科学 的 重要 基础 . 随 着 现代 信息 
技术 飞速 发 展 ,算法 在 科学 技术 、 社 会 发 展 中 发 挥 着 越 来 越 大 的 作用 ,并 日 益 融 入 
社会 生活 的 许多 方面 ,算法 思想 已 经 成 为 现代 人 应 具备 的 一 种 数学 素养 . 算法 是 一 
个 全 新 的 课题 ,已 经 成 为 计算 科学 的 重要 基础 , 它 在 科学 技术 和 社会 发 展 中 起 着 越 
来 越 重要 的 作用 . 

本 章 结合 对 具体 数学 实例 ,体验 算法 在 解决 问题 中 的 作用 :通过 模仿 操作 、 探 
索 ,学 习 算 法 设计 ,程序 框图 表达 解决 问题 的 过 程 ;体会 算法 的 基本 思想 ,掌握 基本 
的 算 理 以 及 算法 的 重要 性 和 有 效 性 ,发 展 有 条 理 的 思考 与 表达 的 能 力 ,提高 学 生 的 
逻辑 思维 能 力 . 
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$1 用 自然 语言 表示 的 算法 


算法 对 我 们 来 说 并 不 陌生 ,如 小 学 学 过 的 “ 先 乘 除 .后 加 减 ”; 车 有 括号 , 则 由 
内 向 外 去 括号 ; 异 分 母 的 两 个 分 数 相 加 减 , 则 要 先 通 分 后 求 分 子 的 和 或 差 等 法 则 ; 
还 有 公式 和 口诀 (如 珠算 的 “三 下 五 除 二 ”等 ) 等 都 是 算法 . 

定义 4021 机 械 式 地 按照 某 种 确定 的 步骤 行事 ,通过 一 系列 小 的 简单 计算 
操作 完成 复杂 计算 的 过 程 ,被 人 们 称 为 算法 过 程 . 

现代 意义 的 算法 通常 是 指 可 以 用 计算 机 来 解决 的 某 一 类 问题 的 程序 和 步 又. 
下 面 我 们 将 通过 一 些 最 基本 的 例子 来 感受 一 下 算法 . 

例 1 已 知 如 图 1, 和 矩形 ABCD 的 长 和 宽 分 别 为 5, a， 
求 对 角 线 长 . 

分 析 与 解 : 就 结果 来 说 很 简单 ,只 要 学 过 勾 股 定理 的 
都 会 求 , 设 AC = c, 则 c= va 十 大 . 

我 们 现在 研究 的 重点 不 是 结果 而 是 过 程 , 即 如 何 从 已 2 © 
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知 到 结果 的 具体 运算 步骤 ,经 过 简单 梳理 发 现 应 该 是 : 

第 1 步 :从 已 知 条 件 中 得 到 数值 a, 6b; 

第 2 步 : 求 a; 

第 3 步 : 求 尹 ; 

第 4 步 : 将 第 2 步 的 结果 和 第 3 步 的 结果 相 加 ; 

第 5 步 :将 第 4 步 的 结果 开 算术 平方 根 ; 

第 6 步 :书写 结果 . 

例 2 已 知 某 一 种 食品 把 头 成 圆柱 体 ,如 图 2, 已 知 它 的 表面 积 是 450 cm? , 试 
建立 铅 头 体积 V(cm’) 与 底面 半径 zx(cm) 之 间 的 函数 模型 . 

分 析 与 解答 : 求 体积 与 底面 半径 的 步 又: 

第 1 步 : 列 出 表面 积 表达 式 设 铅 头 的 高 为 h, 则 有 


450 一 2rz? 十 2rzhs ] 
一 2 
第 2 步 : 解 出 h, hh 一 250 一 2， 


nT 


离 。 第 3 步 :代入 ,V =xzh=xz 50 re = 225z 图 2 
点 TI 
本 nT; 
六 则 对 任意 一 个 半径 (0 二 x 二 了 ) ,都 可 得 到 相应 的 体积 
数 
学 。 例 3 为 了 给 孩子 解释 如 何 使 用 自动 收费 的 电话 机 ,请 对 完成 这 一 任务 的 一 
% 系列 步骤 给 出 一 个 详尽 的 程序 性 说 明 : 
分析 与 解答 : 
第 1 步 : 拿 起 话 位; 


第 2 步 : 投 币 (或 插入 电话 卡 ), 如 钱 不 够 , 放 回 话 简 , 回 到 第 1 步 ; 
第 3 步 :“ 听 到 哪 哪 ……” 拨 号 音 , 输 入 对 方 电话 号 码 ; 否则 放 回话 简 , 回 到 第 
1 步 ; 
第 4 步 : 若 接 通 , 则 通话 ; 若 占线 , 则 放 回话 简 , 回 到 第 1 步 ; 
第 5 步 :结束 , 放 回话 简 . 
这 就 是 生活 中 的 算法 . 
例 4 如 图 3, 有 两 个 杯子 A 和 B, 分 别 盛 有 酒 和 
水 ,拟定 一 个 将 杯 中 的 酒 和 水 互 换 的 方案 和 步骤 . 已 
分 析 与 解答 : 直接 倒是 不 行 的 ,需要 借助 第 三 个 空 “了 
2 i 
第 1 步 : 先 将 A 杯 中 的 酒 倒 在 C 杯 中 ; C 
第 2 步 :再 将 B 杯 中 的 水 倒 在 A 杯 中 ; 图 3 
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第 3 步 :最 后 将 C 杯 中 的 酒 倒 在 了 3 杯 中 . 

以 上 四 个 例子 分 别 给 出 了 解决 问题 的 方案 和 步骤 ,这 四 个 例子 的 共同 点 很 
多 ,比如 都 有 最 初 的 进入 到 最 后 的 出 口 . 中 间 有 具体 的 步骤 ,这 些 步骤 有 效 有 
限 等 . 


8$2 程序 框图 与 算法 


上 述 的 几 个 算法 都 是 用 自然 语言 来 描述 的 ,为 了 表达 算法 ,除了 用 自然 语言 ， 
还 有 其 他 方法 吗 ? 如 上 节 的 例 3, 我 们 用 图 4 来 说 明 如 何 使 用 电话 机 ,是 不 是 比 原 
来 用 自然 语言 更 一 目 了 然 ,前 后 次 序 更 清楚 了 . 

同样 上 面 的 例 4* 互 换 两 个 容器 中 的 液体 "也 可 用 图 5 表示 . 


开始 


金额 够 吗 ? 
或 卡 中 金额 够 吗 ? 


A 杯 中 的 酒 
倒 入 C 杯 中 
B 杯 中 的 水 
倒 入 A 杯 中 
二 
C 杯 中 的 酒 
倒 人 B 杯 中 


*ee@@ 泊 演 附 也 吉 十 名 


结束 


图 4 图 5 


两 种 方法 对 比 下 来 ,用 图 表示 一 个 问题 的 解决 方案 或 步骤 ,整体 脉络 更 清 
晰 . 像 这 种 图 ,一般 称 为 程序 框图 . 在 上 述 图 中 有 些 是 矩形 ,有 些 是 菱形 ,它们 
表达 的 含义 是 否 一 致 呢 ? 回答 是 否定 的 . 与 自然 语言 不 同 ,程序 框图 是 人 为 编 
制 的 ,为 了 应 用 的 需要 ,设计 人 员 给 每 个 符号 规定 了 其 特有 的 意义 ,具体 请 看 
表 1. 
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名 称 


表 1 基本 程序 框图 的 含义 


和 ;这 


起 止 框 


表示 算法 开始 结束 的 框 ,算法 应 当 有 头 有 尾 


输入 输出 框 


输入 或 输出 数据 框 


处 理 框 


表示 计算 等 处 理 功能 的 框 . 也 可 以 用 中 文 写 一 些 简单 易 懂 
的 说 明 


判断 框 


根据 某 个 条 件 判断 流向 . 一 个 人 口 ,若干 个 可 供 选择 的 出 口 . 
求 值 结果 可 在 表示 出 口 路 径 的 流 线 附近 写 出 


VU 
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流 线 


四 


表示 处 理 结果 、 判 断 等 的 流向 


上 节 例 1 用 程序 框图 表示 则 为 图 6. 


@ | 从 已 知 条 件 得 到 a 和 b 


图 6 


例 5 一 队 土 兵 在 行军 中 来 到 一 条 有 鲍鱼 的 深 河 的 左岸 . 现 只 有 一 条 为 两 个 
儿童 所 有 的 小 船 可 供 使 用 ,该 船 一 次 只 能 承载 两 个 儿童 或 一 个 士兵 . 问 这 队 士 兵 怎 
样 渡 到 右岸 (这 里 不 许 使 用 绳 或 其 他 方法 )? 

分 析 与 解 : 两 个 儿童 (用 T1,T2 表示 ) 把 船 划 到 对 岸 ;他 们 中 一 个 上 岸 (不 妨 


假设 T1) , 另 一 个 (T2) 划 回来 ;儿童 上 岸 ,一 个 士兵 (用 G1 表示 ) 划 船 渡 过 去 ;士兵 
上 岸 ,让 儿童 T1 划 回 来 . 这 样 一 个 士兵 渡 到 了 右岸 , 船 和 两 个 儿童 都 在 左岸 , 即 回 
到 了 他 们 原先 的 位 置 . 接 下 来 ,只 要 重复 上 述 过 程 ,直到 把 左岸 的 士兵 全 部 渡 到 右 
岸 为 止 . 此 问题 的 算法 用 程序 框图 可 表示 为 图 7. 


两 个 儿童 T1 和 T2 划 到 右岸 


上 述 一 个 儿童 T1 或 T2 划 回 


一 个 士兵 G1 划 到 右岸 


另 一 个 儿童 T2 划 回 
[ls | 
图 7 图 8 


一 般 程序 框图 ,由 上 往 下 按 箭头 方向 前 进 , 框 与 框 之 间 是 有 序 的 ,比如 例 1 中 
的 顺序 是 :做 完 a 十 后 ,再 做 开 方 ; 例 5 中 的 顺序 是 :两 个 儿童 先 划 到 对 岸 ,然后 
其 中 之 一 回来 等 . 这 些 在 算法 中 称 为 顺序 结构 ,如 图 8 所 示 A 和 B 两 个 框 是 按 顺 
序 进行 的 , 即 在 执行 完 A 框 所 指定 的 操作 后 ,必然 接着 执行 B 框 所 指定 的 操作 , 顺 
序 结构 是 算法 结构 中 最 简单 的 一 种 . 

有 了 程序 框图 ,原来 在 用 自然 语言 表示 的 算法 中 ,出 现 的 那些 “如 果 ”“ 和 否则 ”、 
“ 回 到 第 n 步 " 等 等 的 说 法 ,现在 就 可 以 表现 得 较 清晰 ,整个 解决 问题 的 框架 、 步 
了 又、 逮 辑 关系 也 显得 直观 形象 ,同时 为 把 算法 转化 为 计算 机 语言 (计算 机 能 执行 的 
命令 ) 做 了 准备 . 
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8$3 自然 语言 与 计算 机 语言 


我 们 前 面 已 分 别 用 自然 语言 和 程序 框图 写 出 了 “已 知 矩形 的 长 和 宽 , 求 对 角 线 
长 ”的 算法 ,那么 计算 机 是 否 就 可 以 按 我 们 的 意图 执行 了 ? 回答 是 否定 的 . 计算 机 
只 能 理解 计算 机 语言 ,上 面 程序 框图 中 出 现 的 “ 求 ea” 计 算 机 根本 无 法 理解 ,为 此 
必须 将 上 面 程序 框图 中 的 表达 式 改进 , 尽 可 能 用 符号 表示 ,让 它 贴近 计算 机 语言 . 
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为 此 我 们 先 来 大 致 了 解 一 下 计算 机 的 工作 
原理 . 

计算 机 由 存储 器 、 运 算 器 ,控制 器 和 输入 
输出 设备 组 成 ,其 相互 关系 如 图 9 所 示 . 

存储 器 .运算 器 、 控 制 器 称 为 主机 ,其 中 
的 运算 器 与 控制 器 称 为 中 央 处 理 机 (简称 “一 > 数据 流向 一 ~ 控制 信息 流向 
CPU). 存储 器 用 来 存放 程序 和 数据 , 按 需要 图 9 计算 机 结构 框图 
向 存储 器 存 、 取 数据 . 一 般 为 了 管理 上 的 方 
便 ,可 把 一 个 存储 器 分 为 若干 个 单元 ,每 个 单元 好 像 一 个 大 旅馆 中 一 个 个 房间 ， 
每 个 存储 单元 均 有 一 个 编号 ,该 编号 常 称 为 地 址 . 存储 器 的 特点 : 当 其 内 容 被 
“ 取 ” 出 之 后 ,并 不 改变 存储 单元 中 原 有 的 内 容 , 只 有 向 该 存储 器 单元 存 人 新 的 内 
容 时 ,其 原来 的 内 容 才 会 被 “ 冲 ” 掉 ,这 样 对 存储 器 单元 的 “ 存 ” 与 ^ 取 ”应 理解 为 
“ 写 和 ”与 “ 读 出 ”. 运算 器 用 来 完成 各 种 算术 运算 、 逻 辑 运算 和 字符 运算 . 控制 器 
是 整个 机 器 的 指挥 , 它 按 输入 到 计算 机 的 程序 指令 ,向 机 器 各 部 分 发 出 控制 信 
号 ,使 整个 机 器 按 要 求 协调 地 工作 . 输入 设备 用 于 把 程序 及 原始 数据 转换 成 计算 
机 可 以 识别 的 代码 ,并 送 入 存储 器 中 保存 . 像 键盘 、 读 卡 器 等 都 是 常用 的 输入 设 
备 .输出 设备 用 于 送出 计算 结果 及 人 们 所 需 的 其 他 信息 , 像 打印 机 光盘、 显示 器 
等 都 是 常用 的 输出 设备 . 

已 知 数 a, 求 a* ,首先 要 把 数据 a 输入 到 计算 机 中 ,那么 输入 到 计算 机 中 哪个 
部 位 ? 看 了 上 面 计算 机 的 工作 原理 图 及 各 个 部 位 的 功能 , 便 知 是 输入 到 了 存储 器 
中 ,而 存储 器 中 有 很 多 单元 ,为 此 要 进行 单元 的 分 配 , 这 个 工作 是 由 计算 机 自己 完 
成 的 ,而 分 配 好 的 单元 必须 要 有 个 名 称 (如 A) ,以 便 写 人 和 读 出 . 存储 器 的 单元 名 
称 一 般 用 大 写字 母 A、B、C 等 表示 . 在 程序 框图 中 ,为 了 简便 ,将 原来 的 “把 数据 a 
输入 到 存储 单元 A 中 ”, 可 表示 成 A<-a, 或 a->A. 在 存储 单元 里 有 了 原始 数据 ,就 
可 以 进一步 进行 计算 了 . 在 运算 器 中 完成 计算 
a*a, 再 把 算 完 的 结果 放 回 存储 器 A 中 ,由 于 存 
储 器 具有 一 旦 输入 新 的 信息 后 ,原来 的 信息 被 冲 
掉 的 特点 ,故此 时 存储 器 A 中 的 数据 已 是 a? ,所 
以 自然 语言 “ 求 a*”, 在 程序 框图 中 表示 成 图 10 
中 的 左 图 即 可 . 事实 上 也 可 以 将 后 两 步 合并 成 一 
步 , 见 图 10 中 的 右 图 ,后 一 个 框 的 意义 是 先 计算 
a“ a, 然 后 放 入 存储 器 A 中 . 

“ 求 如 ”也 可 以 用 类 似 的 方法 . 并 且 可 以 将 “把 数据 a 输入 到 存储 单元 A 中 ” 
“把 数据 输入 到 存储 单元 B 中 ”这 两 句 话 , 写 在 一 起 如 图 所 示 . 甚至 可 省 略 成 “ 输 
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图 10 
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和 人 数据 a”. 我 们 也 可 以 把 存储 单元 看 成 变量 “把 数据 a 输入 到 存储 
单元 A 中 ”可 以 理解 为 给 变量 A 赋值 a, 有 时 也 写成 A = a, 即 把 右 
边 的 值 赋 给 左边 的 变量 A. 

了 解 了 这 些 规则 后 ,我 们 不 仅 可 以 用 较 简单 的 符号 来 表达 一 些 


让 = 和 
B 一 b 


图 11 


文字 说 明 , 而 且 为 以 后 计算 机 程序 的 书写 作 了 准备 “已 知 线段 ,0, 求 VE 于 殉 ” 


的 程序 框图 可 改进 为 图 12. 


把 数据 a 输入 到 存储 器 A 中 
把 数据 5b 输入 到 存储 器 B 中 


求 A 中 的 数 的 平方 与 B 中 的 数 
的 平方 和 ,然后 放 人 存储 器 C 中 


求 C 中 的 数 的 算术 平方 根 ,然后 
放 人 存储 器 C 中 


输出 C 的 数值 


图 12 


值得 我 们 注意 的 是 在 程序 框图 中 ,出 现 的 C<-A? 十 BB ,表示 把 存储 器 A 中 
的 数 的 平方 .把 存储 器 B 中 的 数 的 平方 (而 不 是 把 存储 器 平方 ) ,然后 将 它们 相 
加 后 的 结果 放 入 存储 器 C 中 ,因为 存储 器 A，B 中 已 被 分 别 输入 数据 a, 5, 所 以 
可 以 这 么 写 ,上 面 所 作 的 工作 实际 上 是 计算 a 十 久 . 以 后 遇 到 类 似 的 问题 , 作 同 


样 处 理 . 

例 6 画 出 求 z 的 绝对 值 |z| 的 程序 框图 . 

分 析 与 解 : 因为 当 z 宇 0 时 , | xz |= 工 ; 
当 z 过 0 时 , | xz |= 一 xz; 所 以 求 |z| 的 算 
法 为 

第 1 步 :输入 数据 z; 

第 2 步 :X 中 的 数 与 0 比较 大 小 : 

如 果 和 三 0 则 转 和 第 3 步 ; 
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如 果 X 二 0 则 转 入 第 4 步 ; 

第 3 步 :X 王 工 ( 即 工 的 值 放 人 X); 
第 4 步 :X 一 一 z( 即 一 z 的 值 放 人 X); 
第 5 步 :输出 X 中 的 数 . 

图 13 就 是 题目 所 要 求 的 程序 框图 . 


程序 框图 中 判断 框 内 的 X 三 0, 表示 X 的 值 
与 0 进行 比较 . 若 X 三 0 则 流向 @; 若 X 一 0 则 流 
向 @; 这 种 情形 在 算法 中 称 为 条 件 结构 ,一 般 如 图 
14 所 示 , 根 据 给 定 的 条 件 已 是 否 成 立 而 选择 执行 
A 框 或 B 框 . “成 立 ”“ 不 成 立 ” 有 些 书 中 有 时 也 用 
英文 Yes，No 表示 . 

例 7 已 知 一 元 二 次 方程 ar? 十 妈 十 
< 一 0, 设计 一 个 求 该 方程 解 的 算法 ,并 画 
出 其 程序 框图 . 

分 析 与 解 : 用 一 元 二 次 方程 的 系数 表 
示 它 的 根 ,我 们 已 经 很 熟悉 了 , 先 计 算 判别 
式 也 一 外 一 4ac, 然后 根据 它 大 于 等 于 零 还 
是 小 于 零 ,来 判别 原 方程 有 无 实 根 . 具体 步 
骤 为 : 

第 1 步 : 先 输入 三 个 数 a, b,c; 

第 2 步 :计算 判别 式 D = 一 4ac; 

第 3 步 :判断 方程 有 无 实 根 ; 

车 DD 三 0, 方程 有 实 根 ; 则 进入 第 4 步 

车 D<0, 方程 无 实 根 ; 则 进入 第 5 步 ; 

第 4 步 : 利 用 求 根 公 式 计 算 


YD bp 
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计算 两 个 实 根 
-B+HD 
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第 5 步 : 表 示 结 果 . 

其 程序 框图 如 图 15 所 示 . 图 15 

例 8 设计 一 个 求 1X2X3X4X… X 100( 这 个 称 为 100 阶乘 ) 的 算法 ,并 画 
出 其 程序 框图 . 

分 析 与 解 : 对 这 样 的 问题 最 容易 想到 的 方法 是 : 

第 1 步 : 先 求 1X2, 得 到 结果 2; 

第 2 步 :将 第 1 步 得 到 的 乘积 2 乘 以 3, 得 到 结果 6; 

第 3 步 :将 第 2 步 得 到 的 乘积 6 再 乘 以 4, 得 24. 


第 99 步 :将 第 98 步 的 结果 乘 以 100 后 , 则 得 到 了 1 到 100 的 100 个 自然 数 连 
乘 的 结果 . 
这 样 的 算法 虽然 正确 ,但 太 繁琐 ,要 写 99 步 .于 是 思考 是 否 可 以 改进 ,分 析 计 
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算 过 程 ,发 现 第 2 步 ,第 3 步 ,……, 第 99 步 它们 所 做 的 都 是 同样 性 质 的 工作 ,即将 
前 一 个 步骤 的 结果 X (前 一 个 乘 数 十 1) ,因此 只 要 将 这 重复 步骤 表达 出 来 即 可 . 如 
何 表达 ? 这 里 需要 变量 帮忙 , 设 变量 , 1, 令 T 为 第 一 个 被 乘 数 1,1 为 第 一 个 乘 
数 2, 则 TXT 就 是 第 一 次 积 ,这 个 积 就 是 下 一 次 乘法 的 被 乘 数 ;完成 了 第 一 次 积 ， 


则 原来 的 被 乘 数 1 和 乘 数 2 不 再 需要 ,因此 可 以 将 TX 了 I 
的 值 放 和 人 工 中 作为 第 二 次 的 被 乘 数 ,同时 将 原来 的 值 冲 
掉 ; 第 二 次 的 乘 数 3 是 在 原来 的 乘 数 工 = 2 的 基础 上 加 1 
而 得 ,因此 只 需 I 十 1, 然后 再 将 1 十 1 放 入 工 中 作为 新 的 
乘 数 ,同时 冲 掉 原 来 的 值 2; 这 样 的 工作 只 要 I< 100, 就 
让 它 反复 循环 做 . 改进 的 算法 为 : 

第 1 步 : 令 变量 T= 1; 

第 2 步 : 令 变 量 1 = 2; 

第 3 步 :计算 工 X 工 将 其 积 工 XT 放 在 变量 工 中 ,用 
TT 一 XT( 即 对 变量 本 赋值 TX D 表示 ; 

第 4 步 :使 1 的 值 十 1, 将 I 十 1 放 在 变量 I 中 ,用 1 一 
I 十 1( 即 对 变量 1 赋值 1 十 1) 表示 ; 

第 5 步 :如 果 I 过 100, 返回 重新 执行 步骤 3、 步 骤 4; 
否则 ,算法 结束 . 

第 6 步 :输出 运算 结果 . 

图 16 就 是 所 要 求 的 程序 框图 . 


若 要 计算 1 至 n(n 为 任意 的 自然 数 ) 的 连 乘积 ,只 需 将 第 4 步 中 的 I< 100 改 


成 1<n 即 可 ,具有 通用 性 . 从 这 里 我 们 发 现 解决 一 个 问 
题 的 算法 往往 不 止 一 种 .有 的 复杂 ,有 的 则 比较 简单 . 因 
此 ,算法 有 优 劣 之 分 . 我 们 追求 的 是 对 计算 机 操作 来 说 
比较 简单 的 算法 . 

这 里 第 3 步 至 第 5 步 是 一 个 反复 过 程 ,这 在 算法 
中 称 为 循环 结构 ,如 图 17 所 示 . 循环 结构 中 一 般 都 同 
时 带 有 判断 结构 , 它 是 一 种 重要 的 结构 ,可 使 算法 简 
捷 明 了 . 


$4 几 种 常用 的 算法 


在 本 节 中 将 通过 具体 的 例子 介绍 几 个 常用 的 算法 . 


例 9 有 一 台 较 老式 的 计算 机 仅 会 做 “十 ”和 “一 ”运算 , 现 有 两 个 自然 数 M， 
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NN, 求 M 被 N 除 后 所 得 的 商 和 余数 的 算法 ,并 画 出 程序 框图 . 

分 析 与 解 : 虽然 题目 要 做 除法 ,但 机 器 只 会 做 “十 ”和 
“一 ”运算 . 我们 知道 除法 其 实 就 是 反复 做 减法 ,直到 差 小 于 
NN 为 止 ,这 时 的 差 为 余数 ,而 相 减 了 几 次 的 次 数 就 是 商 . 具 
体操 作 步 骤 为 : 

第 1 步 :输入 数据 m,n; 

第 2 步 : 令 变量 Q( 表 示 从 M 中 减 去 N 的 次 数 ) 二 0; 

第 3 步 :如 果 M 二 N, 则 执行 步骤 6. 否则 执行 步骤 4， 
5, 6; 
第 4 步 :将 M 一 N 的 值 代入 M, 即 M 一 NM， 

同时 Q 的 值 加 1, 代 入 Q 中 , 即 Q 十 1 一 Q; 

第 5 步 : 再 回 到 步骤 3; 

第 6 步 :表示 商 Q 和 余数 M. 

这 样 , 经 过 有 限 步 的 重复 操作 之 后 会 停止 ,同时 也 得 到 
了 最 终结 果 . 这 里 从 第 3 步 至 第 5 步 也 是 一 个 循环 结构 . 图 
18 就 是 相应 的 程序 框图 . 

在 讲 下 一 个 例子 前 , 先 来 看 一 个 问题 ,有 一 个 底面 长 174 cm, 宽 78 cm 的 长 方 
体 蛋 糕 , 请 你 将 它 全 部 (蛋糕 切 完 ) 切 成 底面 为 正方 形 且 大 小 一 样 的 若干 块 ,要 求 正 
方形 尽量 大 , 问 如 何 切 ? 

分 析 : 据 题 意 所 要 求 的 正方 形 的 边 长 , 既 要 是 长 170 的 约 数 ,又 要 是 宽 78 的 
约 数 ,因此 只 要 找 它们 的 公约 数 即 可 ,显然 2, 3, 6 等 均 可 ,但 题目 还 要 求 正方 形 尽 
量 大 , 则 要 求 它们 的 最 大 公约 数 , 可 用 短 除法 ,得 最 大 公约 数 为 6, 故 只 要 切 成 边 长 
为 6 cm 的 正方 形 就 可 以 了 . 

上 述 问题 的 本 质 是 求 两 个 正 整数 的 最 大 公约 数 问题 ,采用 的 方法 是 短 除法 ,但 
这 种 方法 对 较 大 的 两 个 自然 数 有 时 不 方便 ,比如 求 525 与 231 的 最 大 公约 数 , 若 用 
此 法 ,很 难 马上 见效 ,原因 是 用 短 除 法 求 最 大 公约 数 , 有 一 个 试 商 的 问题 ,上 面 
174, 78 都 是 偶数 ,很 容易 看 出 有 公约 数 2; 而 现在 525 与 231 一 下 子 很 难看 出 它 
们 的 公约 数 是 什么 ,为 此 这 里 介绍 一 个 一 般 的 求 两 个 正 整数 的 最 大 公约 数 的 方法 ， 
以 525 与 231 为 例 ,加 以 说 明 : 


525 二 231……- 商 2, 余 数 63， 
231 二 63…… 商 3, 余 数 42， 
63 二 42…… 商 1, 余 数 21， 
42 二 21.…… 商 2, 余 数 0. 
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显然 ,525 与 231 的 最 大 公约 数 一 231 与 63 的 最 大 公约 数 一 63 与 42 的 最 大 
公约 数 一 42 与 21 的 最 大 公约 数 一 21. 这 种 方法 称 为 “ 轧 转 相 除法 ”, 又 称 为 “ 欧 几 
里 得 算法 ”. 这 个 方法 适用 于 求 任何 两 个 正 整 数 的 最 大 公约 数 . 在 计算 机 中 为 了 把 


上 述 商 2 表示 出 来 ,可 用 一 个 取 整 函数 INT (中? ) 来 求 商 的 整数 部 分 ,余数 一 被 除 


数 一 商 X 除 数 . 

例 10 写 出 求 任意 两 个 正 整数 M，N 的 最 大 公约 数 的 算法 ( 欧 几 里 得 算法 )， 
并 夯 出 程序 框图 . 

分 析 与 解 : 根据 上 面 的 讨论 ,我 们 得 到 求 任意 两 
个 正 整数 M 和 N 的 最 大 公约 数 ,其 算法 为 : 

第 1 步 :输入 数据 M,N; 

第 2 步 :判断 M, N 的 大 小 ,车 NM, 则 M 与 N 
互 换 ; 

第 3 步 :计算 M 除 以 N 所 得 余数 M 一 INT[ 愉 ]x 


NN， 然后 放 人 存储 器 R 中 ; 

第 4 步 :判断 余数 R: 

若 余 数 尺 等 于 0, 则 执行 步骤 6; 

若 余数 R 不 等 于 0, 则 执行 步 又 5. 

第 5 步 :N 作为 被 除数 ,( 用 N 的 值 替换 M 的 值 ， 
即 M--N),R 作为 除数 (用 R 的 值 蔡 换 N 的 值 , 即 
N--R) ,再 一 次 计算 M 一 INT [党 ]x N, 然后 放 入 存储 
英尺 中 ;返回 第 4 步 . 

第 6 步 :N 就 是 所 求 的 最 大 公约 数 . 

第 7 步 : 表 示 结果 最 大 公约 数 . 

例 11 某 女 生 打 排球 受伤 ,医生 嘱 只 服用 某 种 药 
物 .每 粒 药 丸 含 220 毫克 药物 ,每 8 小 时 服 2 粒 ,连续 
服用 10 天 .已 知 每 过 8 小 时 女生 身体 中 药物 的 残留 量 风 
为 原来 的 40%, 试 问 10 天 后 ,该 女生 身体 中 的 药物 残 
留 量 是 多 少 ?要 求 写 出 算法 ,并 画 出 程序 框图 . 

分 析 与 解 : 以 8 小 时 为 一 时 间 段 ,1 天 24 小 时 ,有 3 个 时 间 段 ;10 天 则 有 30 
个 时 间 段 . 令 zx 为 第 个 时 间 段 的 药物 含量 . 于 是 : 


Zi = 440， 
Zz = 440 X 40% 二 440 = 616; 
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Zs = 616 X 40% 十 440 一 686. 4; 


可 得 递 推 公式 zt 一 40%zxe 十 440. 
其 算法 为 : 
第 1 步 : 令 & 一 0; 
第 2 步 :二 十 1; 
第 3 步 :循环 计算 x(k 十 1) ==40%Xx(k) 十 440(k 二 1， 
2，…，30) 
第 4 步 : 若 上 一 30, 则 返回 第 2 步 . 
第 5 步 :输出 zx(A). 
例 12 写 出 612 分解 质 因数 的 算法 . 
分 析 与 解 : 因为 612 是 偶数 ,很 容易 想到 用 2 除 ,得 
612 二 306 X 2; 上 式 中 306 还 可 以 分 解 ;306 仍然 是 偶数 ,再 
用 2 除 ,得 306 = 153 X 2; 上 式 中 153 为 奇数 ,用 3 除 , 得 
153 二 51 X 3; 上 式 51 中 是 否 有 质 因数 3 不 知 , 但 可 用 3 试 
一 下 ,成 功 了 ,51 = 17X 3; 上 述 17 中 是 否 还 有 约 数 3 呢 ? 同 。 “ 
样 试 一 下 ,结果 没有 .那么 ,17 中 是 否 有 约 数 4 呢 ?没有 了 . 因  ? [306 
3 
各 


为 ,车 有 则 一 定 是 2 的 约 数 ,但 上 面 已 将 2 的 约 数 都 搜 遍 了 ， 
所 以 不 可 能 有 . 17 中 是 否 有 约 数 5 呢 ?结果 ,没有 . 6 是 否 是 
17 的 约 数 ?7 是 否 是 17 的 约 数 ?… 用 短 除 法 (图 21) 可 以 发 
现 ,612 = 2? X 3? X17. 

无 论 是 分 析 还 是 用 短 除 法 检验 ,发 现 到 17 就 不 能 再 分 解 了 , 即 612 = 2? X 
3? X 17. 也 许 大 家 会 说 ,17 已 是 质数 ,不 能 再 分 解 了 ,对 的 . 这 里 提供 了 更 一 般 的 
考虑 问题 方式 ,为 了 编程 方便 ,不 对 约 数 进行 选择 ,让 其 从 k 二 2, 依 次 ( 即 下 一 个 为 
上 十 1) 一 直到 VN ,分 别 作为 除数 进行 试 除 . 为 何 算 到 VN 就 可 以 了 ,这 是 因为 : 若 


和 为 自然 数 N 的 约 数 , 则 是 也 是 N 的 约 数 . 设 二 六 , 则 已 二 N, 即 4< VN. 


通过 上 面 的 分 析 我 们 将 其 算法 整理 一 下 便 得 到 : 

第 1 步 :用 最 小 的 质数 2 除 612, 直到 不 能 整除 为 止 ; 

第 2 步 :用 2 的 下 一 个 自然 数 3 除 上 述 最 后 一 个 商 153, 同样 直到 不 能 整除 
为 止 ; 

第 3 步 :同样 用 3 的 下 一 个 自然 数 4 除 上 述 最 后 一 个 商 17, 同样 直到 不 能 整 
除 为 止 . 由 于 17 不 可 能 被 4 整除 ,又 因为 5X5 = 25 > 17, 故 17 为 质数 . 

例 13 判断 2005 年 是 否 为 头 年 ,将 结果 输出 . 
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分 析 与 解 ; 先 要 介绍 相关 的 半年 知识 ,半年 的 条 件 :(1) 能 被 4 整除 ,但 不 能 被 
100 整除 的 年 份 是 头 年 ;(2) 能 被 100 整除 ,又 能 被 400 整除 的 年 份 是 头 年 ;不 符合 


这 两 个 条 件 的 年 份 不 是 头 年 . 
因此 ,给 定 一 个 年 份 ,确定 它 是 否 为 


年 关键 是 需要 判定 . 这 里 有 3 个 判断 


处 :4，100, 400. 那么 a 不 能 被 4 整除 , 则 不 是 半年 ;反之 还 要 进一步 用 100 来 判 
断 . 若 不 能 被 100 整除 , 则 是 疼 年 ; 若 能 被 100 整除 ,还 要 进一步 判断 能 否 被 400 整 
除 , 若 能 被 400 整除 则 是 闭 年 ,反之 不 是 , 用 图 22 表示 即 为 : 


能 否 被 4 整除 


具体 的 算法 如 下 : 
第 1 步 :输入 a. 
第 2 步 : 判 断 a 能 否 被 4 整除 : 


车 不 能 则 输出 “a 年 不 是 浆 年 ”; 

若 能 被 4 整除 , 则 进一步 判断 a 能 否 被 100 整除 . 
第 3 步 :车 a 不 能 被 100 整除 , 则 输出 “a 年 是 半年 ”， 

若 a 能 被 100 整除 , 则 进一步 判断 能 否 被 400 整除 . 
第 4 步 : 若 a 不 能 被 400 整除 , 则 输出 “a 年 不 是 疼 年 ”; 

车 a 能 被 400 整除 , 则 输出 “a 年 是 头 年 ” 


相应 的 程序 框图 如 图 23 所 示 . 
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综 上 所 述 ,算法 一 般 由 顺序 ,条件 和 循环 三 种 基本 结构 组 成 . 顺序 结构 是 由 若 
干 个 依次 执行 的 处 理 步骤 组 成 ,这 是 任何 一 个 算法 都 离 不 开 的 基本 主体 结构 . 如 第 
一 节 中 的 例 1 就 是 典型 的 顺序 结构 ;条 件 结构 是 以 条 件 的 判断 为 起 始点 ,根据 条 件 
是 否 成 立 而 决定 执行 哪 一 个 处 理 步骤 ,如 例 6、 例 7 等 均 属 于 条 件 结构 . 循环 结构 ， 
它 又 称 重复 结构 , 即 反复 执行 某 一 部 分 的 操作 ,如 例 8, 例 9 等 都 是 循环 结构 . 


$5 算法 与 计算 机 程序 


我 们 学 习 算 法 除了 要 掌握 算法 的 思想 外 ,还 有 一 个 目的 就 是 让 计算 机 帮助 人 
类 解决 问题 ,为 了 达到 这 个 目的 ,有 两 个 问题 需要 解决 ,其 一 :要 将 解决 问题 的 步骤 
告诉 计算 机 ;其 二 : 写 出 的 内 容 计算 机 要 能 够 辨别 . 


5.1 计算 机 语言 介绍 


“算法 是 计算 机 科学 的 基础 ”, 计 算 机 完成 任何 一 项 任务 都 需要 算法 . 关于 第 一 
个 问题 我 们 在 前 面 已 经 做 了 很 多 准备 工作 ,分 别 用 自然 语言 或 流程 图 来 表达 算法 ， 
但 是 众所周知 ,计算 机 是 无 法 直接 理解 人 类 的 语言 的 ,如 何 让 计算 机 明白 人 类 的 意 
图 ? 经 过 科学 家 的 努力 ,开发 出 了 一 种 计算 机 能 够 理解 的 语言 一 一 计算 机 程序 设 
计 语 言 (简称 计算 机 语言 ). 随 着 计算 机 科学 的 迅速 发 展 ,现在 已 开发 出 了 很 多 计算 
机 语言 . 本 章 的 主要 任务 就 是 将 上 述 的 算法 用 计算 机 语言 表达 . 这 样 就 达到 了 学 习 
算法 的 又 一 目标 . 

计算 机 语言 是 由 一 些 有 特定 含义 的 程序 语句 构成 ,大 多 数 的 计算 机 语言 一 般 
都 有 输入 输出 语句 、 赋 值 语 句 、 条 件 语句 和 循环 语句 等 这 几 个 基本 语句 . 虽然 不 同 
的 计算 机 语言 ,有 不 同 的 语句 形式 和 语法 规则 ,但 基本 结构 是 相同 的 . 这 里 我 们 选 
择 Visual Basic 语言 编写 算法 ,对 于 Visual Basic 来 说 ,获取 数据 和 输出 结果 一 般 
是 通过 用 户 界面 来 实现 的 . Visual Basic 语言 中 语句 有 很 多 , 这 里 只 简单 介绍 
Visual Basic 中 最 常用 的 语句 ,详细 请 参阅 Visual Basic 的 有 关 书 籍 . 

Visual Basic 中 最 常用 的 语句 有 赋值 语句 , 即 LET 语句 ;注释 语句 , 即 REM 
语句 ;条 件 分 支 语句 , 即 IF……THEN ELSE 语句 ;循环 语句 , 即 FOR…NEXT 
语句 或 DO UNTIL…LOOP 语句 . 

1. Visual Basic 中 常用 计算 符号 说 明 

加 法 为 十 ,减法 为 一 ,乘法 为 * ,除法 为 /, 乘 方 为 人 ,平方 根 为 SQR, 绝 对 值 为 
ABS, 大 于 等 于 为 二 一 ,不 等 于 为 一 > 一 ;数组 X; 要 写成 Xi 等 . 

2. Visual Basic 中 常用 语句 说 明 

(1) 赋值 语句 一 一 LET 语句 
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主要 用 来 表示 给 变量 赋值 ,一 般 形式 : 
[LET] 变量 名 = 表达 式 


其 中 “==” 是 赋值 号 ,将 右边 的 表达 式 的 值 赋 给 左边 的 变量 . 如 在 求 ”阶乘 的 算法 
中 ,要 给 变量 工 赋值 1, 则 可 表示 T= 二 1. 注意 赋值 号 不 同 于 数学 中 的 等 号 ,另外 在 
具体 使 用 中 往往 省 略 LET. 
(2) 注释 语句 一 一 REM 语句 
注释 语句 是 对 一 段 程序 或 一 个 语句 的 功能 加 以 说 明 , 用 来 改善 程序 的 可 读 性 . 
注释 语句 是 不 可 执行 语句 . 一 般 形式 为 ; 
Dim … As … 


如 “ 欧 几 里 得 ”算法 中 要 说 明 A 是 正 整数 , 则 可 表示 为 :Dim A As Long; 又 如 “一 元 二 次 
方程 求 根 "算法 中 ,要 说 明 系 数 a, b,c 均 为 实数 则 可 表示 为 :Dim A, B, C As Double. 
(3) 条 件 分 支 语句 一 一 IF……THEN ELSE 语句 
条 件 分 支 语句 主要 用 在 算法 中 的 条 件 结构 ,一般 形式 : 


IF 条 件 THEN 
语句 1 
ELSE 
语句 2 
END IF 
其 功能 为 当 条 件 满足 时 执行 语句 1 ,否则 执行 语句 2. 如 “ 求 一 元 二 次 方程 根 ” 的 算 
法 中 有 条 件 结构 :如 判别 式 D>=0, 那 么 可 以 利用 求 根 公式 求实 根 ,否则 输出 无 实 
根 . 则 可 用 条 件 分 支 语句 表示 如 下 : 
IF D>=0 THEN 
xl 一 (一 b 十 Sqr(D))/(2 * a) 
x2 一 (一 b 一 Sqr(D))/(2 * a) 
ELSE 
无 实 根 
END IF 
(4) 循环 语句 一 一 FOR…NEXT 语句 或 DO UNTIL…LOOP 语句 
循环 语句 主要 用 于 表现 算法 中 的 循环 结构 . 一 般 形式 : 
FOR 循环 变量 一 初始 值 TO 终止 值 [Step 增 量 ] 
[语句 块 ] 
NEXT 
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其 功能 用 来 重复 执行 一 段 指令 (语句 块 ) ,往往 与 条 件 语 句 一 起 使 用 . FOR 表示 循 
环 开始 ,循环 变量 取 “ 初 始 值 ”, 检 查 “初始 值 ” 是 否 小 于 等 于 “终止 ” 值 . 如 果 条 件 满 
足 , 则 执行 循环 体 ( 即 语句 块 ), 当 遇 到 NEXT 时 ,循环 变量 增加 一 个 “ 增 量 ” 值 ,再 
次 与 终止 值 比 较 , 如 果 仍 未 大 于 “终止 值 ”, 则 继续 下 一 轮 ,否则 跳出 循环 体 ,执行 
NEXT 后 面 的 语句 . 值得 注意 的 是 ,循环 变量 必须 为 数值 型 变量 ,一 般 为 整数 型 ， 
增 量 若 为 1, 则 STEP 可 省 略 ,否则 不 可 省 略 . 比如 增 量 2, 则 要 写 STEP 2. 循环 语 
句 是 非常 重要 的 语句 ,有 了 它 可 使 得 程序 变 得 简捷 明了 . 如 在 求 100 阶乘 的 算法 中 
“从 1 开始 一 直 乘 到 100, 增 量 为 1” 用 循环 语句 表示 则 为 
FOR I1=1 TO 100 
T=I*x*T 
NEXT 
其 完整 算法 为 
Private Sub Commandl_Click() 
Dim i As Long 
Dim t As Double 
Dim m As Long 
m=Forml. m. Text 
tm 
For i=1 To m 
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feet 1 
Next 
Forml. j. Text=t 
End Sub 


5.2 用 Visual Basic 语言 描述 的 算法 


下 面 我 们 用 Visual Basic 语言 来 表示 在 上 面 几 节 中 遇 到 的 一 些 算法 . 
例 14 用 Visual Basic 语言 编写 $ 3 的 例 7“ 求 一 元 二 次 方程 根 ” 的 算法 . 
解 : 此 题 用 Visual Basic 语言 编写 程序 如 下 : 


Private Sub CmdRun_ Click() "求解 一 元 二 次 方程 的 根 
Dim a As Double 
Dim b As Double 
Dim c As Double 
Dim d As Double 
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a 一 Forml. a. Text " 从 用 户 界面 上 获取 二 次 项 系数 


lf a=0 Then 
Forml. a. Text 二 "a 不 可 为 零 " "车 二 次 项 系数 为 0, 则 报错 
Exit Sub 
End If 
b=Forml. b. Text "从 用 户 界面 上 获取 一 次 项 系数 
c=Forml. c. Text "从 用 户 界面 上 获取 常数 项 
d=b * b 一 4 x a # C "计算 d 
lf d>=0 Then ' 车 d>0, 则 有 实 根 


Forml. xl. Text 王 (一 b 十 Sqr(d))/(2 * a) 


"计算 实 根 x1, 并 输出 到 用 户 界面 上 


Forml. x2. Text=(—b—Sqr(d))/(2 * a) 


"计算 实 根 x2, 并 输出 到 用 户 界 面 上 


Else ' 否则 , 则 无 实 根 
Forml. xl. Text 二 "无 实数 根 " 


"输出 "无 实数 根 "字样 到 用 户 界 面 


Forml. x2. Text 一 
End If 
End Sub 


例 15 用 Visual Basic 语言 编写 $ 4 的 例 10 的 “ 欧 几 里 得 ”算法 . 
解 : 此 题 用 Visual Basic 语言 编写 的 程序 如 下 : 


Private Sub Commandl_ Click() ' 欧 几 里 得 
Dim M As Long 
Dim N As Long 
Dim R As Long 
Dim T As Long 
M=Forml. M. Text "从 界面 上 获取 M 
N=Forml. N. Text "从 界面 上 获取 N 
IH N> M Then ' 若 N>M 
T=M "将 M 与 N 进行 交换 
M=N 
N=T 
End If 
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R=M—Int(M/N) * N " 求 余数 (为 循环 条 件 判 断 用 ) 


Do WhileR 一 > 0 "如果 余 数 不 为 零 

"循环 体 始点 ,进入 循环 体 的 条 件 为 满足 R 一 > 0 
M=N "设置 新 的 M 
N=R "设置 新 的 N 
R=M 一 Int(M/N) x N  “““' 求 余数 

"循环 体 终点 
Loop 
Forml. R. Text=N 


End Sub 


例 16 用 Visual Basic 语言 编写 8 4 例 11 的 “药物 残留 量 ” 的 算法 . 
解 : 此 题 用 Visual Basic 语言 编写 的 程序 如 下 : 

了 Private Sub Commandl- Click() 

"求人 体内 的 药物 残留 量 

Dim T As Long 

Dim x As Double 

Dim R As String 

Dim I As Long 


T=Forml. T. Text ”从 界面 上 获取 工 
HT<=0 Then 

Forml.T. Text= "T 必须 大 于 0!” “车 T<==0, 则 报错 
End If 
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For I=1 ToT 

"循环 体 始点 ,循环 次 数 为 从 1 到 工 
x=x * 0.4 十 440 "计算 药物 残留 量 
x 一 Int(x * 10000 十 0. 5)/10000 “保留 小 数 4 位 
R=R & I & Chr(9) & x & vbCrLf “整理 输出 格式 

"循环 体 终点 ， 

Next I 

Forml. R. Text=R “输出 到 用 户 界面 


End Sub 
例 17 用 二 分 法 求 方程 Fz) = zi 一 zf 一 1 二 0 的 根 的 误差 小 于 0.000 005 


be 


的 近似 根 , 要 求 写 出 算法 、 计 算 机 语言 程序 并 用 程序 框图 表示 . 
分 析 与 解 : 首先 在 0 一 zz 一 5 范围 内 , 画 出 大 致 图 形 ,从 一 个 两 端 函 数值 异 号 
的 初始 区 间 开始 . 因为 /(1) 二 一 1,，/(2) 一 0. 59, 故 初始 区 间 为 [a, b] 二 [1, 2]; 


取 a, 5 的 中 点 mi 一 “3 二 1.5, 由 于 /1. 5) 一 一 0. 3445, 故 新 区 间 [aw , b] 一 


[1. 5， 2], 显 然 它 包含 /(z) 一 0 的 根 ;再 取 [a , 和 ] 的 中 点 ma 一 全 于 鱼 一 1.75， 


由 于 (1.75) 二 0.0891, 故 新 区 间 [as, 2] 一 [1. 5, 1.75], 新 区 间 [as, 65] 的 长 度 
为 元 4, 显然 它 也 包含 f(z) 一 0 的 根 …… 重复 上 面 的 做 法 ,10 次 迭代 后 ,可 得 根 


的 近似 值 为 1. 701 61. 具体 算法 如 下 : 
第 1 步 :f(z) = zi 一 zf 一 1. 
第 2 步 : 输 入 z(1) = 1, x(2) = 2, 误 差 
D = 0. 000 005. 
第 3 步 :计算 
y(1) = xz(1) (5/3) 一 z(1)A(2/3) 一 1; 
y(2) = zx(2) ^(5/3) 一 z(2) (2/3)—1. 
第 4 步 :判断 y(1) * y(2) 是 否 小 于 零 . 
否 即 y(1) * y(2) >0, 则 返回 第 2 步 , 重 新 
选择 初始 值 ; 
是 即 >(1) * y(2) 一 0, 则 进入 第 5 步 . 


第 5 步 :计算 mw 一 型 吉本 


第 6 步 :判断 ym) 是 否 为 0. 

是 则 m 为 所 求 , 转 人 第 7 步 输 出 ; 

否则 继续 判断 y (1) * y (zz) 大 于 0 还 是 
小 于 0; 

车 y (Dy (xm) 二 0, 则 z(1) =m; 

否则 判断 | zi 一 zz | 二 DD， 


开始 


62> 


了 
Y1=XI^(5/3)-X1^(2/3)-1 
Y2=X2^(5/3)—X2^(2/3)—1 
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M=(X1+X2)/2 
Y1=X1^(5/3)-X1^‘2/3)-1 
Y2=X2^(5/3)-X2(2/3)-1 
YM=M^(5/3)-M^(2/3)-1 


是 则 转 人 打印 m; 

否 令 z(2) = m. 转 入 第 5 步 . 

第 7 步 : 输 出 . 

第 8 步 : 结 束 . A Em/ 
其 程序 框图 为 图 24 所 示 结束 

用 Visual Basic 写 的 计算 机 程序 为 图 24 
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了 Private Sub Commandl- Click() 
Dim Fl As Double 
Dim F2 As Double 
Dim P As Double 
Dim R1 As Double 
Dim R2 As Double 
Dim RM As Double 
Dim M As Double 

I Forml. P. Text="" Or Forml. P. Text < 0 Then 

"检验 给 出 的 精度 是 否 二 二 0 


MsgBox "请 给 出 适当 的 计算 精度 ." "若是 , 则 给 出 错误 信息 
Exit Sub “退出 运算 
End If 
Fl=Forml. F1. Text ”从 用 户 界面 获取 取 值 范围 1 
下 F2 王 Forml. F2. Text “从 用 户 界 面 获取 取 值 范围 2 
下 P=Form!l. P. Text 
站 R1=F1 ^ (5/3) 一 FL ^ (2/3) 一 1 
过 R2=F2 ^ (5/3)—F2 ^ (2/3) 一 1 
过 If R1 * R2> 0 Then "判断 所 给 的 范围 内 有 无 实数 根 
® MsgBox "给 出 的 范围 无 实数 根 ” “ 若 无 , 给 出 出 错 信息 
Exit Sub "退出 运算 
End If 
M=F2 ' 如果 给 定 的 初 值 范围 已 经 满足 所 定 的 精度 ， 
' 则 将 右 端 值 认定 为 解 
Do Until Abs(R1 十 R2) 二 二 P “如 果 不 满足 所 定 的 精度 , 则 进入 循 
环 体 
"循环 体 始点 ,进入 循环 体 的 条 件 为 不 满足 Abs(R1 十 R2) 二 =P 
M=(F1+F2)/2 ' 求 给 定 的 初 值 范围 的 中 值 
R1=F1 ^ (5/3)—F1 ^ (2/3) 一 1 " 求 左 端点 的 函数 值 
R2=F2 ^ (5/3) 一 F2 ^ (2/3) 一 1 “ 求 右 端 点 的 函数 值 
RM=M^ (5/3) 一 M^ (2/3) 一 1 " 求 中 点 的 函数 值 
If RM=0 Then "如 果 中 点 的 函数 值 为 零 , 则 该 点 就 是 解 
Exit Do 
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End If 


I R1 * RM> 0 Then " 解 在 中 点 之 右 
R1 一 RM "将 中 点 作为 新 的 左 端点 
Fl=M 
Else ' 解 在 中 点 之 左 
R2=RM “将 中 点 作为 新 的 右 端点 
F2=M 
End If 
“循环 体 终点 
Loop "返回 循环 体 始点 ,再 次 进行 运算 
Forml. R. Text=M "将 解 输出 至 用 户 界面 
End Sub 
例 18 现 有 4 个 暗箱 A,、A:、A: 、A, ,它们 分 别 装 有 重量 为 70 g、30 g、40 g 第 
和 20 g 的 硅 码 (并 非 依次 ) ,请 设计 一 个 方案 使 这 些 硅 码 按 由 轻 到 重 排列 ? 2 
分 析 与 解 : 这 个 问题 的 算法 为 | 
第 一 步 :首先 Ai 与 4、As、A, 顺 次 比较 ,将 轻 的 破 码 四 二 
换 和 人 A 箱 中 ,结果 显然 A, 箱 中 的 奈 码 最 轻 . [gj [zo 算 
第 二 步 :再 将 A; 与 As 、A, 顺 次 比较 ,将 轻 的 硅 码 换 人 [px | 区 
A: 箱 中 . 5 pe 
第 三 步 ,最 后 将 A 与 A, 比较 ,将 轻 的 破 码 换 信 As Eq ; 
箱 中 . 四 四 加 
具体 操作 如 图 25 所 示 [ao 
用 Visual Basic 语言 可 编写 成 如 下 程序 : 本 
Public Sub Sort(A() As Double) 


For I=1 To UBound(AO) 一 1 
For J=I+1 To UBound(AO) 
lf A(D>=A(D Then 
X=A(D: A(D=A(D: A(D=X 
End If 
Next J 
Next I 


End Sub 
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程序 框图 如 图 26 所 示 . 


交换 A(D 和 A(J) | 
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图 26 


这 个 程序 通常 称 为 排序 算法 ,有 时 也 称 冒 泡 算法 . 
上 面 我 们 介绍 了 算法 的 概念 ,用 三 种 表达 方式 即 自然 语言 程序 框图 以 及 计算 
机 语言 写 出 了 算法 . 欧 几 里 得 算法 .递归 算法 、 排 序 算法 
等 都 是 基本 而 典型 的 算法 . 顺序 .条 件 和 循环 是 算法 的 
三 种 基本 结构 ,顺序 结构 是 基本 ,循环 结构 是 关键 ,条 件 
结构 伴随 循环 结构 . 这 三 个 结构 的 共同 点 是 :只 有 一 个 
入 口 点 ;只 有 一 个 出 口 点 ;结构 内 的 每 一 部 分 都 有 机 会 
被 执行 到 ,也 就 是 说 , 对 每 一 个 框 来 说 应 当 有 一 条 从 人 
口 到 出 口 的 路 径 通过 它 ;结构 内 不 存在 “ 死 循 环 ”( 无 终 
止 的 循环 ). 
对 一 个 具体 问题 的 算法 设计 思路 可 以 用 图 27 来 概 
括 . 算法 是 计算 机 的 灵魂 ,对 一 个 特定 问题 它 的 算法 设 
计 , 首 先 希望 能 够 解决 问题 ,然后 选择 好 的 策略 ,最 后 追 
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求 上 优 的 算法 . 


本 章 思考 题 


写 出 下 列 各 题 的 算法 , 画 出 程序 框图 . 对 第 3、4 题 还 要 求 写 出 计算 机 程序 ,条 
件 允许 的 话 请 在 计算 机 上 执行 该 程序 . 
1. 已 知 三 角形 的 三 边 a, b,c, 求 该 三 角形 的 面积 . 
2. 已 知 自然 数 M，N, 求 他 们 的 最 小 公 倍数 . 


工 十 工 十 … 十 款 
3. 求 1 十 豆 十 吾 十 元 
4. S 一 100X1 十 99X2 十 98X3 十 … 十 3X98 十 2X99 十 1X 100. 
5. 输入 任意 10 个 自然 数 , 写 出 将 它们 由 大 到 小 排列 的 算法 . 
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附录 1 
算法 设计 的 基本 方法 

如 何 设计 算法 是 研究 算法 的 主要 任务 之 一 ,下 面 介绍 最 常用 的 几 种 算法 . 

1. 枚 举 法 (也 称 穷 举 法 ) 

枚 举 法 是 列举 所 有 可 能 情形 ,并 从 中 找 出 符合 要 求 的 解 . 枚 举 法 是 计算 机 
应 用 领域 中 十 分 重要 的 方法 . 许多 实际 问题 , 若 采用 人 工 列举 是 不 可 想象 的 ,但 
由 于 计算 机 的 运算 速度 快 ,擅长 重复 操作 ,因而 可 以 进行 大 量 的 列举 . 枚 举 算法 
是 计算 机 算法 中 的 一 个 基础 算法 . 当然 , 枚 举 法 是 比较 笨拙 而 原始 的 方法 , 它 最 
大 的 缺点 是 运算 量 比较 大 ,但 在 有 些 实际 问题 中 ,局 部 使 用 枚 举 法 却 是 很 有 效 
的 . 例如 ,对 于 寻找 路 径 、 查 找 搜索 等 问题 ,局 部 使 用 枚 举 法 是 一 种 行 之 有 效 的 
方法 . 

枚 举 所 有 可 能 情形 ,最 直观 的 是 联系 循环 的 算法 . 

例 1 找 出 ?个 自然 数 (1，2，3，…， z) 中 -个 数 的 组 合 . 


O00 | 
Oeee a 


分 析 与 解 : 比如 当 n 二 5, r 二 3 时 ,所 有 组 合 为 : 


四 oa 
CE 
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2 
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total 一 10 组 合 的 总 数 } 


7 个 数 取 r 个 的 组 合 ,其 中 每 x 个 数 中 , 数 不 能 相同 . 另外 ,任何 两 组 组 合 的 
数 ,所 包含 的 数 也 不 应 相同 . 例如 ，5、4、3 与 3、4、5. 为 此 ,约定 前 一 个 数 应 大 于 
后 一 个 数 . 

将 上 述 两 条 不 允许 为 条 件 , 当 -= 3 时 ,可 用 三 重 循环 进行 搜索 . 

例 2 百 鸡 问题 

百 鸡 问题 描述 的 问题 是 :公鸡 一 只 值 五 文 钱 ; 母 鸡 一 只 值 三 文 钱 ;小 鸡 三 只 值 
一 文 钱 . 现在 买 了 这 三 种 鸡 共 一 百 只 , 恰 用 了 一 百 文 钱 . 问 公鸡 、 母 鸡 , 小 鸡 各 买 了 
多 少 只 ? 

分 析 与 解 : 这 实际 上 是 一 个 不 定 方程 的 问题 . 设 公鸡 、 母 鸡 、 小 鸡 数 分 别 为 1， 
了 KK, 则 应 满足 如 下 条 件 : 


I+J+K = 100， 
i 


dh EE 


了 一 4t, 
| 二 25 一 7t，( 其 中 1 为 整数 ) 
天 一 75 十 3 
因为 1, 本，K 是 非 负 整 数 ,所 以 上 只 能 取 0, 1, 2,， 3, 因 此 得 四 组 解 


I=0, I= 4, I= 8, I= 12, 
| 25， | 18， | 11, | 4， 
K=75, \IK=78, \K=8]l, \K=84. 
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M=I+J+K 


N=51+3J+K/3 


100 
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图 28 求解 百 鸡 问题 的 程序 框图 


2. 回溯 法 

与 枚 举 法 不 同 ,回溯 法 并 不 是 去 一 一 验证 问题 的 各 种 可 能 的 情况 ,而 是 采用 一 
种 试探 的 策略 ,是 一 种 选 优 搜索 法 , 按 选 优 条 件 向 前 搜索 ,以 达到 目标 . 但 当 探 索 到 
某 一 步 时 ,发 现 原先 选择 并 不 优 或 达 不 到 目标 ,就 退回 一 步 重新 选择 ,这 种 走 不 通 
就 退回 再 走 的 技术 为 回溯 法 ,而 满足 回溯 条 件 的 某 个 状态 的 点 称 为 “回溯 点 ”. 回溯 
法 在 处 理 复杂 数据 结构 方面 ,应 用 很 广泛 . 

3. 递归 法 

为 了 描述 问题 的 某 一 状态 ,必须 用 到 它 的 上 一 状态 ,而 描述 上 一 状态 ,又 必须 
用 到 它 的 上 一 状态 ,……, 这 种 自己 调用 自己 的 方法 , 称 为 递归 算法 . 递归 算法 的 实 
质 是 将 较 复杂 的 处 理 归结 为 较 简单 的 处 理 . 直到 最 简单 的 处 理 . 递归 法 在 算法 设计 
中 占有 十 分 重要 的 地 位 . 在 数学 中 ,也 有 许多 概念 是 用 递归 来 定义 的 ,如 斐 波 那 契 
数列 问题 . 
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4. 迭代 法 

送 代 法 属于 一 种 递 推算 法 , 它 在 数值 计算 中 极为 常见 . 所 谓 迭 代 法 ,是 指 利用 
逐次 和 逼 近 过 程 求 解 的 一 类 数值 方法 . 同样 的 计算 过 程 往往 要 多 次 进行 ,而 每 次 都 要 
以 上 次 计算 的 结果 代入 计算 公式 . 如 8$ 3 中 的 “药物 残留 量 问题 "计算 结果 或 是 越 
来 越 稳定 在 某 一 定 小 范围 中 一 一 收敛 ,或 是 不 趋 于 稳定 一 一 发 散 . 

事实 上 ,有 些 实际 问题 , 既 可 以 归纳 为 递 推算 法 ,又 可 以 归纳 为 递归 算法 .但 递 
推 与 递归 的 实现 方法 是 大 不 一 样 的 . 递 推 是 从 初始 条 件 出 发 ,逐次 推出 所 需求 的 结 
果 ; 而 递归 则 是 从 算法 本 身 到 达 递 归 边 界 . 通常 ,递归 算法 要 比 递 推算 法 更 清晰 易 
读 ,其 结构 也 比较 简练 . 特别 是 在 许多 比较 复杂 的 问题 中 ,很 难 找到 从 初始 条 件 推 
出 所 需 结果 的 全 过 程 , 此 时 ,设计 递归 算法 要 比 递 推算 法 容易 得 多 . 但 递归 算法 也 
有 一 个 致命 的 缺点 , 即 执行 的 效率 比较 低 . 通常 ,递归 最 适用 于 写 算法 . 


附录 2 
Algorithm 一 词 的 由 来 

Algorithm( 算 法 ) 一 词 本 身 就 十 分 有 趣 . 初 看 起 来 ,这 个 词 好 像 是 某 人 打算 要 
写 “Logarithm”( 对 数 ) 一 词 但 却 把 头 四 个 字母 写 的 前 后 颠倒 了 . 这 个 词 一 直到 
1957 年 之 前 在 Webster's New World Dictionary(《 韦 氏 新 世界 词典 )) 中 还 未 出 
现 ,我 们 只 能 找到 带 有 它 的 古代 含义 的 较 老 形式 的 “Algorism”( 算 术 ) , 指 的 是 用 阿 
拉 伯 数字 进行 算术 运算 的 过 程 . 在 中 世纪 时 ,珠算 家 用 算盘 进行 计算 ,而 算术 家 用 
算术 进行 计算 . 中 世纪 之 后 ,对 这 个 词 的 起 源 已 经 拿 不 准 了 ,早期 的 语言 学 家 试图 
推断 它 的 来 历 ,认为 它 是 从 把 algiros( 费 力 的 ) 十 arithmos( 数 字 ) 组 合 起 来 派生 而 
成 的 ,但 另 一 些 人 则 不 同意 这 种 说 法 ,认为 这 个 词 是 从 “ 喀 斯 迪 尔 国王 Algor” 派 生 
而 来 的 . 最 后 ,数学 史学 家 发 现 了 algorism( 算 术 ) 一 词 的 真实 起 源 : 它 来 源 于 著名 
的 Persian Textbook(《 波 斯 教科 书 》) 的 作者 的 名 字 Abu Ja'far Mohammed ibn 
Misia al-Khowarizm 一 一 从 字面 上 看 , 这 个 名 字 的 意思 是 “Jafar 的 父亲 ， 
Mohammed 和 Msa 的 儿子 ,Khowairizm 的 本 地 人 ”. Khowirizm 是 前 苏联 XHBA 
( 基 发 ) 的 小 城镇 . Al - Khowarizm 写 了 著名 的 书 Kitab al jabr w'al - muqabala 
《《 复 原 和 化 简 的 规则 》) ; 另 一 个 词 ,“algebra” (代数 ), 是 从 他 的 书 的 标题 引出 来 
的 ,尽管 这 本 书 实际 上 根本 不 是 讲 代数 的 . 逐渐 地 ,“algorism” 的 形式 和 意义 就 变 
得 面目 全 非 了 . 如 牛津 英语 字典 所 说 明 的 ,这 个 词 是 由 于 同 arithmetic( 算 术 ) 相 混 
淆 而 形成 的 错 拼 词 , 由 algorism 又 变 成 algorithm. 一 本 早期 的 德 文 数学 词典 
Vollstandiges Mathematisches Lexicon (数学 大 全 辞典 》) ,给 出 了 Algorithmus 
(算法 ) 一 词 的 如 下 定义 :“ 在 这 个 名 称 之 下 ,组 合 了 四 种 类 型 的 算术 计算 的 概念 , 即 
加 \ 减 乘除”. 拉丁 短语 algorithmus infinitesimalis( 无 限 小 方法 ) ,在 当时 就 用 来 


is 


*e99@ 发 涟 展 才 下 才 沿 浊 对 


表示 Leibnitz( 莱 布 尼 兹 ) 所 发 明 的 以 无 限 小 量 进 行 计算 的 微 积分 方法 . 1950 年 左 
右 ,algorithm 一 词 经 常 地 同 欧 几 里 得 算法 (Euclid's algorithm) 联 系 在 一 起 . 这 个 
算法 就 是 在 欧 几 里 得 的 (几何 原本 》(Euclid's Elements, 第 由 卷 , 命 题 1 和 ii 中 所 
阐述 的 求 两 个 数 的 最 大 公约 数 的 过 程 ( 即 轧 转 相 除法 ). 

在 美国 传统 字典 ( 双 解 ) 中 解释 为 :算法 ,规则 系统 一 种 循序 渐进 解决 问题 的 过 
程 , 尤 指 一 种 为 在 有 限 步骤 内 解决 问题 而 建立 的 可 重复 应 用 的 计算 过 程 . 


附录 3 
最 近 几 年 关于 算法 的 学 位 论文 

作者 学 校 硕士 学 位 论文 年 度 | 导师 

侯 彬 | 首都 师范 大 学 |《 高 中 新 课程 中 算法 内 容 相关 问题 的 研究 》 2004 张 景 研 | 

豆 爱 辉 | 贵州 师范 大 学 |《 高 中 数学 课程 中 的 算法 及 其 教学 设计 研究 》 2004 | 项 昭 

聂 力 | 山东 师范 大 学 |《 数 学 算法 研究 及 教学 分 析 》 2004 | 健 海 伦 

姚 佩 英 | 浙江 师范 大 学 |《 数 学 教育 中 的 算法 研究 》 2004 | 张 维 忠 

薛 梅 | 苏州 大 学 数学 新 课程 中 “算法 "教学 的 初步 研究 2005 | 鲍 建 生 

周 恩 超 | 华东 师范 大 学 | 高 中 新 课程 “算法 初步 "学 与 教 问题 的 相关 研究 ”| 2006 | 陈 月 兰 | 进 

王 惠 春 | 华东 师范 大 学 |《 对 普通 高 中 学 生 算法 的 调查 与 研究 》 2006 | 赵 小 平 

陈 国 芳 | 东北 师范 大 学 |《 高 中 数学 新 课程 中 算法 教学 现状 的 调查 与 分 析 》 | 2006 | 王 晓 辉 ® 
华南 师范 大 学 |《 高 中 数学 新 课程 算法 研究 》 ? 
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第 十 一 章 ”方程 的 精确 解 与 近似 解 


方程 在 数学 中 是 一 个 非常 重要 和 基本 的 概念 ,从 小 学 就 开始 接触 ,一 直到 大 学 
和 研究 生 阶段 ,对 方程 的 研究 和 学 习 从 来 没有 停止 过 . 围绕 方程 , 比较 关注 的 是 这 
个 方程 有 没有 解 ? 若 有 解 如 何 求 ? 如 果 精 确 解 很 难 求 则 是 否 可 以 求 它 的 近似 解 ? 
本 章 从 微 积 分 、 数 值 计算 角 度 对 与 中 学 关系 比较 紧密 的 实 系数 有 理 方程 .超越 方程 
以 及 复 系数 一 元 二 次 方程 的 解 进行 讨论 ,并 介绍 二 分 法 、 牛 顿 法 等 几 种 常用 求 方程 
近似 解 的 方法 (这 里 讨论 的 基本 上 是 一 元 ). 


$1 实 系数 整 式 方程 
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1.1 实 根 的 存在 性 

车 nn 是 奇数 , 则 实 系数 方程 "十 a,_1z 十 … 十 ai 十 ao 二 0 至少 
有 一 个 实 根 . 

证 明 令 F(z) = 如 十 ariz"m! 十 … 十 qi 十 ao， 由 是 奇数 ,得 


Jim cz = limz (I+ 二“ 二 a +a 去 )=+oo， 


lim f(z) 一 一 co， 


由 极限 的 保 号 性 ,存在 上 一 0,c > 0, 使 得 f(5) 二 0, f(c) > 0, 又 因为 f(z) 在 
[6, c] 上 连续 ,由 介 值 性 定理 ,在 (6, c) 上 至 少 存在 一 点 xo, 使 f(zo) = 0, 即 方程 
如 十 aizr 十 … 十 a 十 ao 二 0 至少 有 一 个 实 根 . 

车 为 偶数 ,上 且 f(z) 一 闻 十 az 十 … 十 wm 十 ao, 则 Fz) 有 
最 小 值 . 

证 明 设 M=max(1, 2n | oa |,，…， 2n | a |), 则 对 一 切 |z| 宇 M, 有 
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二 zx | 、2nm 
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法 1 


EN Cn-l Arn? | .a0 
(1 十 二 二 十 十 名) fl2), 


即 当 1z| 宇 M 时 ,f(z) 之 宇 之 办 宇 /0) 一 ai 


当 | xz | 三 M 时 ,因为 f(z) 在 [一 M，M] 上 连续 ,由 最 大 最 小 值 定 理 ,存在 
zo € [一 M，M], 使 得 对 任意 的 x E [一 M，M]J, 有 f(zxo) 过 f(z), 则 当然 有 
flz0) < FO0). 

所 以 /(z) 有 最 小 值 . 

通过 此 定理 ,可 以 得 出 ,对 于 偶 次 整 式 方程 , 若 其 对 应 的 多 项 式 的 最 小 值 小 于 
等 于 0, 则 方程 有 实 根 ,否则 ,无 实 根 . 而 对 于 多 项 式 的 最 小 值 的 求法 , 若 要 精确 求 
出 ,通常 采用 求 导 后 求 驻 点 判断 其 单调 性 的 方法 ,但 这 其 实 又 化 为 一 个 整 式 方程 的 
求 根 问 题 . 


1.2 实 根 的 性 质 


定 尖 1414 设 fo(z) 使 一 个 多 项 式 , 记 用 (z) 二 fo(z), 将 fo(z) 除 以 1(z) 
所 得 的 余 式 变 号 后 记 为 户 (z), 即 fo(zx) = qu(z)fi(z) 一 f(z), 依 此 类 推 ， 
Ji(Cz) 除 以 f(z) ,将 所 得 余 式 变 号 后 记 为 fi (7z), 即 f(z) 二 q(xz)fi(z) 一 
fin(z), 称 函数 列 {fo(z)，f1(z)，…，fi (zx),，…) 为 施 笃 姆 函数 列 . 

设 f(z) = az 十 az 一 十 … 十 az 十 an 的 根 全 为 实数 ,假定 ao 二 0, 并 写 
出 方程 的 系数 序列 ao。，al ,，…a ,去 掉 其 中 等 于 零 的 那些 项 . 如 果 余 下 的 序列 中 相 
邻 的 两 个 符号 相反 那么 就 叫做 一 个 变 号 . 变 号 数 的 总 和 叫做 一 个 多 项 式 的 系数 序 
列 的 变 号 数 . 

( 施 笃 姆 定理 ) 设 f(x) 是 无 重 根 的 多 项 式 函 数 , { 万 (z)， 
帮 (z),，…，f,(z)} 是 施 笃 姆 函数 列 , 则 fo(z) 在 a 与 b 之 间 的 实 根 的 个 数 ,等 于 
{fi(q)}) 与 {f;(5)) 的 变 号 数 的 差 (i 二 0, 1, 2,…n). 

证 明 (1) 因为 fo(z) 无 重 根 ,所 以 fo(z) 与 有 1(x) 互 素 , 即 f(x) 是 非 零 常 


ee@@ 沪 头 后 川 污 好 闪 下 测 寺 出 | 十 由 


es。 


数 ,由 fi1(z) = ge(z)fi(z) 一 fin(zx) 可 得 ,任意 的 zo 不 能 使 f(zxo), fin (zo) 
同时 为 零 ,否则 将 有 f(zxo) 二 0. 当 fi(zo) 一 0 时 ,有 


fii(z0) = qi xo) fsx0) — finzo) =— fun zo), 


所 以 当 fi(zo) = 0 时 , 必 有 fii(zo) 与 frr (xo) 异 号 . 

(2) 设 c 是 f(z) 的 一 个 根 , 因 fi1(c) 与 fr(c) 不 等 于 零 且 异 号 ,所 以 存在 
6 二 0, 使 f(z) 和 fin(z) 在 [c 一 6, c 十 0] 上 不 变 号 ,于 是 不 管 fi(c 土 9) 的 符号 
正 负 , {fCc 一 8), fi(c—0), func—O)} 和 {fi leto), filcto), funlctd)} 
的 变 号 数 都 是 1. 

(3) 车 fo(r) = 0, 由 fo(z) 无 重 根 可 知 ,fo(7) 一 万 (~) 和 0, 且 当 万 (r) >0 
时 ,fo(z) 在 > 附近 递增 , 当 fi(r) 二 0 时 ,fo(z) 在 r 附近 递减 . 因此 {fo(r 一 六)， 
万 Cr 一 9)} 的 变 号 数 是 1，{ Pr 十 9， 万 (r 十 9)) 的 变 号 数 是 0. 

(4) 现在 zo 由 a 开始 向 6b 变动 ,由 上 可 见 ,在 未 经 过 函数 列 的 任 一 函数 的 根 
时 ,fi(z) 都 没有 变 号 (k 二 0, 1，2，…n); 当 zo 经 过 fi(z) (k 关 0) 的 根 c 时 , 函 
数列 的 变 号 数 保持 不 变 ; 当 zo 经 过 fo(z) 的 根 + 时 ,函数 列 的 变 号 数 减 1. 这 就 说 明 
了 {fo(q)， 万 (a)，…， f(a)}) 的 变 号 数 和 { (0)， 万 (6)，…， 万 (0)}) 的 变 号 数 之 
间 的 差 ,恰好 等 于 fo(z) 在 a, 5 之 间 实 根 的 个 数 . 口 

例 1 求 fo(z) = 了 一 好 一 10z 十 1 的 实 根 个 数 和 它们 的 位 置 . 

解 fi(z) = fo(z) 一 3z2 一 2z 一 10,， 户 (z) 一 62z 十 1，A(z) = 38 313, 
由 表 可 见 , 方 程 有 三 个 实 根 , 且 分 别 在 区 间 [ 一 3， 一 2]，[0，2]，[2， 4] 内 . 


*e@@@ 仿 溢 按 当 保 才 溃 尖 到 


由 数学 分 析 中 的 罗 尔 定理 可 以 知道 ,如 果 方 程 f(x) = 0 的 一 切 根 都 是 实 根 ， 
则 它 的 导数 方程 f(z) = 0 的 根 也 全 部 是 实 根 ,在 此 前 提 下 ,如 果 f(x) = 二 0 有 p 个 
正 根 ,那么 f(z) = 0 有 个 或 p 一 1 个 正 根 . 

笛 卡 儿 给 出 了 所 有 根 都 是 实数 的 多 项 式 确定 正 根 的 方法 . 

f(z) 的 正 根 个 数 就 等 于 它 的 系数 序列 的 变 号 数 . 一 般 地 说 ,如 果 多 项 式 f(x) 
的 根 都 是 实数 ,那么 它 在 区 间 (a, 5) 中 根 的 个 数 就 是 f(z 十 a) 的 变 号 数 减 去 f(z 十 
5b) 的 变 号 数 . 
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1.3 一 元 高 次 方程 的 求解 


三 次 方程 的 塔 尔 塔 利 亚 解法 : 
实 系数 的 三 次 方程 


ar 十 bz: 十 cz 十 d 一 0(a 关 0)， (1.1) 


令 zz 一 y 一 起 ,代入 (1. 了 化 简 后 得 到 


y+py+g=0, (1.2) 
: 3ac—b 3 一 9apc 十 27azd 
其 中 p 一 33 人， 六 . 
令 y=x 十 w, 代 人 (1. 2), 整 理 得 到 洗 
如 十 态 十 (3w 十 p)(u 二 v) 十 gq = 0， (1.3) 章 
今 3w 十 p= 二 0, 即 可 
衫 
w = 一 了， (1.4) 确 
3 解 
代入 (1. 3) ,得 到 沿 
ww 十 = 一 g， (C145 这 
bd 
3w 二 p=0, 2 


由 (1.4) 和 (1. 5), 得 到 关于 w， 的 广 各 组 (人 


由 韦 达 定理 ,w 和 到 分 别 是 二 次 方程 2? 十 qz 一 爷 三 0 的 两 个 根 , 解 得 w = 


da gq_ /et Y 
六 未 全 十 和 7 名 2 二 十 条， 注意 到 w 和 wv 要 满足 式 (1.4), 所 以 在 


复数 域 中 ,wu 和 w 的 值 为 以 下 三 组 : 
站 =, 二 = uw, 站 一 zw?， 
要 全 v= Uw, 也 二 Viwy 


Pe 9 = 
其 中 , mm 中 Da 4t27'™ 2 和 十 条 2 1 


二 1 一 VSi 
2 > 


所 以 ,方程 (1.2) 有 三 个 解 , 它 们 是 yy 二 十 ,yz 一 zw 十 ww， 一 mo 十 
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ww， 因此 可 以 得 到 原 方程 的 解 . 
下 面 我 们 对 三 次 方程 的 根 作 一 些 讨 论 . 二 次 方程 的 根 是 通过 它 的 判别 式 来 讨 
论 的 ,由 上 述 三 次 方程 根 的 推导 过 程 ,我 们 类 似 地 引入 三 次 方程 的 判别 式 D 一 


4 
4 27 
(1) 当 D 二 0 时 , w 入 是 不 相等 的 两 实数 ,方程 (1. 2) 有 一 个 实 根 和 两 个 共 
轿 虚 根 , 即 
N= 二 如 ， 
= ta i (wm), 
一 zw: 十 wo 一 $C to) i v1); 
(2) 当 DD 二 0 时 ,这 时 避 一 只 一 一 全 ,方程 (1. 2) 有 三 个 实 根 , 并 且 有 两 个 根 
部 相等 , 即 
人 3 :一 
四 =-z ,=x= 人， 
等 
(3) 当 DD<0, 
H y Fay /a /ee 
= Q 一 本 十 
日 xd M 2 ty 4 +27 J| (他 + 全 | 
3 3 
| 应 _ 开 让 [|/_p: p 
NE 4 27 水 27 A 
下 面 证 明 wu 和 w 共 恩 ， 
p pu pu 去 
3u 3uu 3|ul’ 


设 w 一 * 十 让 是 zx 的 任意 一 个 值 , 则 wm = s 一 it, 因此 
锌 一 三 十 一 2s， 


ye =ww t+ we lo to ti Wh) =—s—tV3, 


5 一 oj 十 ua 一 一 二 (十 um) i /ds 


为 三 个 互 异 的 实 根 . 
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例 2 解 方程 : x? 一 3z? 一 3z 十 11 = 二 0 


解 : 令 z 一 ?十 1 得 
男 一 6y 十 6 一 0. CT 
由 三 次 旋 程 求 根 公式 , 解 得 中 一 一 2, 太一 一 4 
取 = 一 并 , uw = 一 并 ,得 方程 @ 的 三 个 根 是 
N= 二 + = 一 总 一 ]， 
2 = Ww vo 
5(= 二 i) “(5) 
了 5+3 江 + 交 2 V4 —Y2)i, 
2 一 zw 十 mw 


2 汉 (= 二 司 ) (二) 
= 二 E+ 亲 ) 一 香 QF 一 9a)i 
从 而 原 方程 的 三 个 根 是 
zi 一 嫉 十 1= 一 好 2 一 类 十 1， 
二 一 为 十 1 一 十 ( 疫 ++ 沂 + 十 准 Q4 一 2)i, 


*e09@ 沪 送 后 几 注 邓 妆 下 前 寸 黄 | 十 由 


zs = 十 1 = 于 95+ 泊 +2 一 你 ( 江 一 3 


四 次 方程 的 解法 : 
1. 类 似 于 三 次 方程 的 解法 , 先 把 四 次 方程 转换 为 缺 项 的 四 次 方程 ,再 将 缺 项 
的 四 次 方程 转换 为 三 次 方程 , 解 出 三 次 方程 后 ,再 求 出 四 次 方程 的 根 . 
设 一 元 四 次 方程 为 
ar4 十 pxrs 十 cr? 十 dz 十 e 一 0(a 天 0)， (1.6) 


令 zz 二 > 一 万, 代入 (1.6) 化 简 后 得 到 


y+gqy? 二 ry 十 s = 二 0， (1.7) 
令 y= 二 wu 十 v 十 包 ， 于 是 有 


OP 
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六 一 巡 十 妇 十 好 十 2( 四 十 rw 十 ze)， 
y= 二 we)? +4 十 可 十 Ww ) (ww 二 ww 二 wu) + 4(w vw + wu)’, 


代入 (1.7) 整 理 得 到 


(十 芒 十 ww 请 十 2Cw 十 vw 十 wu)[2Gwe 十 矿 十 好 ) 十 qj 十 
g(t 二 妨 十 Ww ) 十 (Buvw 二 rn) (ut+vo 二 +w) 4 vw +ww)+t+s = 0, 
(1.8) 


令 2( 吧 十 双 十 w2) 十 g 一 0, 即 


刀 十 矿 十 ww = 他， (1.9) 
令 8uvw 十 r= 二 0, 即 
tw 一 一 在， (1.10) 

高 
观 代 和 人 (1. 8) 得 到 
点 
的 RE .st Ci iy 
冲 16 
入 由 (1.9)、(1. 10)、(1. 11) 可 知 ,zw ,这 和 是 三 次 方程 
bd 
站 5 zk 
: ?+ 一 各 =0 


的 根 . 若 三 个 根 分 别 是 zi， zz 和 zs, 则 w= 土 Vzi ,v= 土 Vzz，,w 二 土 Vz ,由 于 
(1.10) 的 限制 ,y 二 w 十 v 十 ww 只 有 四 种 结合 的 情况 ,这 就 是 四 次 方程 的 四 个 根 . 
2. 四 次 方程 的 费 拉 里 解法 
考虑 方程 xz' 十 ax’ 十 br? 十 cr 十 4d 一 0 的 解 , 经 过 配方 , 原 方程 改写 成 


(了 + 区) -[($ -6 -ed]=0. (1.12) 


对 方程 (1. 12) 左 边 的 之 十 区 和 方 括号 内 同时 加 上 一 个 含有 参数 :的 多 项 式 


(e+ 本 ) 全 和 


(z+ 学 + 寺 ) 一 [( 人 5+)z+( 半 -)z+ (4-4)]=0 


Dm 


选取 适当 的 i, 使 方程 (1. 13) 左 边 方 括号 内 成 为 一 个 完全 平方 式 , 当 且 仅 当 上 满足 


(S-o) (人 6+ 人) (和)=0 


即 


B—h’+(a—4d)t—ad+4d — ce 一 0， (1.14) 


方程 (1. 14) 是 一 个 三 次 方程 ,可 由 上 面 的 方法 求解 , 设 m 是 它 的 任 一 根 , 则 方程 
(1.13) 可 变形 为 


(z+ 私 + 香 ) 一 ( /$6tw .z+ 4) =0, (1.15) 


则 方程 (1. 15) 同 解 于 下 面 两 个 二 次 方程 : 
五 十 (名 +Y 守 一 65+ jz 十 (号 二/ 等 一 4)= 0， C1. 16) 
了 十 (号 和 6 十 jz+ 人 站 一 4 一 0. (1.17) 


解 方程 (1. 16) 和 (1. 17) ,就 可 得 到 原 方程 的 四 个 根 . 
对 于 五 次 及 五 次 以 上 的 方程 的 求解 问题 , 伽 罗 瓦 利用 根 的 置换 群 的 概念 给 出 


了 方程 可 用 代数 法 求解 的 判别 准则 ,同时 也 证 明了 不 能 用 代数 法 求解 的 方程 的 存 
在 ,这 个 问题 得 到 了 彻底 的 解决 . 


1.4 倒数 方程 


庭 妆 2 在 一 元 整 式 方程 /(x) = auz" 十 aoiz 十 … 十 az 十 ao 一 0 
(an 天 0) 中 ,如 果 与 首 末 两 端 等 距离 的 项 的 系数 相等 或 互 为 相反 数 ,那么 这 种 方 
程 叫做 倒数 方程 . 

倒数 方程 没有 零 根 . 因为 如 果 f(0) = 0, 就 有 a, = ao 二 0, 矛盾 . 


倒数 方程 中 ,如 果 a 是 方程 的 根 ,那么 二 也 是 方程 的 根 . 事实 上 ， 


1A) toed) +t) 


一 ee@@ 沪 关 后 几 和 沪 拯 半 下 病 斗 二 | 十 器 


= 二 Co。 十 oraa 十 … 十 aa: 十 aoa"). 
由 定义 可 知 ,倒数 方程 有 四 种 类 型 : 


a 


f()= Ef 一 0， 
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*e09@ 改 涟 惟 当 下 才 沿 汉 对 


/人 (于 )= 二 Fo] = 0 
(1) n 为 偶数 ,对 任何 i, 有 ai 一 awi(i 二 0, 1, 2,…, nn). 
设 n== 2k， 
aozz% 十 azX 1 十 … 十 akz 十 … 十 az 十 ao 一 0(ao 天 0) ， (1. 18) 
在 (1.18) 的 两 端 同 时 除 以 忒 ,得 


(z+ 去 )+a (zr 二 于)+… 二 a 二 0， (1.19) 
令 y=z 二 十， 则 
z+ 吉 = (z+i) 一 2 一 多 一 2， 


般 有 ze 十 二 = (z? 十 十 )(z 二 十) 一 (xz 十 二) 将 以 上 各 式 代入 
(1.19) ,就 得 到 一 个 关于 y 的 次 方程 , 解 这 个 方程, 得 到 y 的 个 值 ,对 于 每 个 y 
值 ,可 从 y = 之 十 士 求 出 相应 的 z 的 值 . 

例 3 解 方程 3x’ 一 2x 十 6z: 一 2z 十 6z: 一 2z 十 3 一 0. 

解 将 方程 变形 为 


3(z 十 十) 2(+ 去 )+6(z+ 


zi 


1 


I 


)-2=0， 


3(¥ —3y) —2(y:—2)+6y—2=0, 


即 
3 —2y—3y+2=0, 


由 入 = 一 1, 得 式 十 z 十 1 二 0, 所 以 = 二 全 


由 ys 了 ,得 3z 2z 十 3 二 0, 所 以 zs lt, Le 


(2) n 为 奇数 ,对 任何 i, 有 a; 二 as;(i 二 0, 1,2,…, n). 
设 n== 2k 十 1， 


f(z) = aoz2H 二 qx 十 十 arr 十 akrt… 十 az 十 ao 一 0 (ao 天 0)， 
整理 得 ， 
f(z) 一 ao(CzaH 十 1) 十 ai(zx 十 z) 十 … 十 as(Cztt 十 zt) 一 0， 
显然 , z 十 1 是 f(z) 的 因 式 ,以 z 十 1 除 J(z) 所 得 的 商 式 为 q(x), 而 q(x) = 0 为 


f(z) 一 ao(z 一 1) 十 ai(z2 mz) + +a 一 mt 一 0， 


显然 , z 一 1 是 f(z) 的 因 式 ,以 z 一 1 除 f(x) 所 得 的 商 式 为 g(z) ,而 g(z) = 二 0 为 
上 述 第 一 类 的 偶 次 倒数 方程 ,于 是 解 原 方程 可 以 转化 为 解 一 个 二 次 方程 x 一 1 = 二 0 
和 一 个 第 一 类 偶 次 倒数 方程 q(x) 一 0. 

(4) nn 为 奇数 ,对 任何 i, 有 a; = 一 a,i(i 二 0, 1, 2,*…, nn). 


第 

上 述 第 一 类 的 偶 次 倒数 方程 ,于 是 解 原 方程 可 以 转化 为 解 一 个 一 次 方程 十 1 二 0 十 
和 一 个 第 一 类 偶 次 倒数 方程 q(x) == 0. 章 
(3) n 为 偶数 ,对 任何 i, 有 a; = 一 awi(i 一 0，1，2，…，70). 方 
设 n== 2k, 因 为 a an 二 一 Qh， 所 以 as = 0, 因此 本 
fz) = aoz&% 十 az 十 … 十 arPH a Tar—a = 0 (a 0), 
整理 得 ， 
似 

解 

bd 

. 

? 


设 z 一 2 十 1， 
jz) = aoz2tH 十 aiz8 十 … 十 asz4t 一 akzt 一 … 一 QiZ 一 ao 一 0 (ao 天 0)， 
整理 得 ， 


f(z) 一 ao(zat —1) ta 一 Z) 十 … 十 as(CzttH 一 zt) = 0, 


显然 , z 一 1 是 f(z) 的 因 式 ,以 x 一 1 除 (zx) 所 得 的 商 式 为 q(x), 而 g(z) 二 0 为 
上 述 第 一 类 的 偶 次 倒数 方程 ,于 是 解 原 方程 可 以 转化 为 解 一 个 一 次 方程 zx 一 1 一 0 
和 一 个 第 一 类 偶 次 倒数 方程 g(x) 一 0. 

从 以 上 的 讨论 可 知 ,求解 倒数 方程 的 核心 思想 就 是 降 次 ,四 种 类 型 的 倒数 方程 
中 ,第 一 类 型 的 偶 次 倒数 方程 是 最 基本 的 ,其 余 三 类 都 可 以 转化 成 它 . 

对 于 某 些 方程 ,从 系数 上 看 ,不 符合 上 面 讨论 的 四 种 类 型 ,但 与 倒数 方程 又 有 


a 


相似 的 地 方 ,可 以 用 类 似 于 倒数 方程 的 解法 来 求解 ,如 下 例 : 
例 4 求 碚 一 之 一 11zs 十 4z 十 26zx: 一 4z 一 11z2 十 zx 十 1 一 0 的 根 . 
解 将 原 方程 变形 为 
(+D—2—D—1r +2)+4(0 —x)+26x = 0, 


显然 z= 二 0 不 是 此 方程 的 根 ,两 边 同 除 以 xz! ,得 


(z+ 去 ) (= 一 二)-1(zz+ 吉 )+4(z 一 二 )+26=0. 


区 十 去 = (一 去)(z 一 二 + (z+ 走 )= y+4y +2， 


于 是 , 原 方程 整理 后 为 
涛 一 昂 一 7? 交 十 ?十 6 一 0， 


解 此 方程 ,得 y= 二 1, ys 一 一 1, ys 二 3, y% 一 一 2, 再 由 y 一 一 十 ,可 得 原 方程 的 


*e99@ 尺 涟 站 雪 了 落 才 油 党 对 


根 为 z= 二 十 (14V5), zs 二 寺 (1 一 V5), zs = 一 二 (1 上 TV5)，zi 一 一 下 (1 一 5)， 
2 2 2 2 


zs = 二 (3 二 VI3), zs 一 寺 (3 一 VI3) ,m = 一 1+y5, z4 一 一 1 一 V3. 


$2 实 系数 分 式 方程 和 无 理 方程 


求解 分 式 方程 的 基本 思想 ,主要 是 通过 去 分 母 把 分 式 方程 转化 为 整 式 方程 , 往 
往 会 有 增 根 或 失 根 ,需要 验 根 . 
2 十 3z 十 2 _ 2zz 十 3z 十 1 
例 5 解 方 程 宫 一 82 十 2 Dt 
解 ” 利 用 合 分 比 定理 ,并 化 简 , 原 方程 可 变形 为 
z+2_ 2r+1 
3 


7 


去 分 母 , 解 得 工 一 士 1, 经 检验 ,一 一 1 是 原 方程 的 根 ,z 一 1 是 增 根 ,一 0 是 失 根 . 


利用 合 分 比 定理 解 分 式 方程 的 增 根 和 失 根 情况 如 下 : 
方程 


f(D _ fz) 


(xz) gz(Z)” 
与 方程 


f(t)+a(z) _ f(z) + gslz) 
fz) g(x) fz) — g(x)’ 


(2.1) 


(2.2) 


(1) 在 gi1(z), gz(z), 用 1(z) 一 g1(z), fz(z) 一 gz(z) 都 不 为 零 时 ,方程 (2. 1) 


和 (2. 2) 同 解 ; 


(2) 使 g(x)， gz(zx) 都 不 为 零 ,而 使 (zx) 一 g(x)，f2(z) 一 gz(z) 都 为 零 


的 z+ 值 ,是 方程 (2. 1) 的 解 而 不 是 方程 (2. 2) 的 解 ; 


(3) 使 g1(z), gs(z) 都 为 零 , 而 使 f(z) 一 gi (zx)，f2(z) 一 gz(zx) 都 不 为 零 


的 z 值 ,是 方程 (2. 2) 的 解 而 不 是 方程 (2. 1) 的 解 . 


求解 无 理 方程 ,通常 都 是 在 实数 集 上 进行 的 . 解 题 的 基本 思想 ,在 于 通过 适当 
的 变形 ,把 无 理 方程 转化 为 有 理 方程 ,但 往往 会 产生 增 根 ,需要 验 根 . 


例 6 解 方程 : 

27 —7z+1l— Vir —9zr+i+4=i. 
解 (V22 —7z+1)— (Var —9r+4) 一 2z 一 3， 
(2.4) 二 (2. 3) 得 


27: —7z+1+ V2r—9r+4 =2r—3, 
(2. 3) 十 (2. 5) 得 
V2 二 一 7z 十 TI 一 z 一 1， 
解 方程 (2. 6) ,得 zi 一 5,zz 一 0. 
经 检验 , zi 二 5 是 原 方程 的 根 ,zs 二 0 是 增 根 . 


$3 实 系数 指数 方程 和 对 数 方程 


例 7 解 方程 44 一 64。2 


(2.3) 


ee@@ 簧 产 也 太医 富 姜 怠 前 斗 二 | 十 泪 


(2.4) 
(2.5) 


(2.6) 


EE ee 


解 ” 原 方程 等 价 于 方程 


22vFI 一 25+VzFT, 
则 
2Vzr+1=6+Vrtl, 
工 一 35. 

经 检验 , zx = 35 是 原 方程 的 解 . 

例 8 解 方程 lgz’? 十 lg xz: 一 6 = 0. _ 

解 ” 如果 将 它 变形 为 lgzx? 十 2lgz? 一 6 二 0, 求 得 解 为 x 二 土 10, 那 么 既 没 有 增 
根 , 也 没有 失 根 ,因为 变形 后 的 方程 与 原 方程 的 定义 域 是 一 致 的 ,如 果 将 它 变形 为 
2lg z 十 4ljgz 一 6 一 0, 求 得 解 为 zx 一 10, 就 遗失 了 z = 一 10 这 个 解 ,因为 原 方程 的 
定义 域 为 (一 co，0) U (0, 十 co) ,而 变形 后 的 方程 的 定义 域 是 (0, 十 cc). 


8$4 复 系数 一 元 二 次 方程 根 的 讨论 


1. 复 系数 一 元 二 次 方程 
好 十 (a 十 bi)z 十 (c 十 di 二 0 (a, b, c,d 为 实数 )， 


有 了 两 实 根 的 充 要 条 件 是 5 一 4d = 0, 且 a? 一 4c 宇 0. 
证 充分 性 是 显然 的 . 
必要 性 : 设 z! 和 z, 是 方程 的 两 个 实 根 , 则 
妥 十 (a 十 biz 十 (c 二 di) 一 0， 
台 十 (a 二 bi)zz 十 (c 十 di) = 0， 


ee@@ 芋 涟 竣 才 下 才 油 汉 台 


即 


(对 十 az 十 c) 十 (bz 十 di 一 0， 
(如 十 azz 十 c) 十 (ie 十 di 一 0， 


由 复数 相等 定义 得 


i 
好 十 azz 十 c 一 0, 且 如 :十 4 一 0. 


因为 刀 十 4 一 0 是 关于 = 的 一 次 方程 ,而 有 二 和 zz 两 个 根 , 这 只 有 在 0 一 4 一 0 时 
才 成 立 . 此 时 原 方程 变 为 
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好 2 十 az 十 c 一 0， 


它 有 两 个 实 根 的 充 要 条 件 为 必 一 4c 之 0. 
因此 ,如 果 一 元 二 次 方程 的 系数 中 有 虚数 ,就 不 可 能 有 两 个 实 根 . 
2. 复 系数 一 元 二 次 方程 
好 十 (ae 十 bz 十 (c 十 di) 一 0 (a, b, c,d 为 实数 )， 
只 有 一 个 实 根 的 充 要 条 件 是 6 隆 0 且 4 一 abd 十 bfc 一 0. 
证 先 证 必要 性 . 设 x, 是 方程 的 唯一 实 根 , 则 
( 台 十 azo 十 c) 十 (io 十 di 一 0， 
双 十 azo 十 c 一 0,， po 十 4 一 0， 
车 4 二 4 二 0, 则 方程 为 实 系数 二 次 方程 , 它 或 者 有 两 实 根 或 者 没有 实 根 ,这 与 题 中 
只 有 一 个 实 根 相 矛 盾 ,所 以 6 与 4 中 至 少 有 一 个 不 为 零 ,因而 方程 名 十 d 一 0 的 根 
不 会 多 于 一 个 ,由 于 bes 十 d 一 0, 所 以 4 天 0, 且 x 是 方程 的 唯一 实 根 ,于 是 x, 一 
一 健 , 代 入 怠 十 azo 十 c 一 0 得 


即 必 一 apd 十 bc = 0. 
充分 性 : 设 b 关 0 且 d? 一 abd 十 Yc = 0, 于 是 
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又 (区 )+a= 0， 所 以 


[CE) +e(- 光 +eH[eC 光 + 直 =。， 


即 
(—2) +e+ 加 (一 台 +Cc+aD =0, 
所 以 am 一 一 公 是 方程 的 实 根 . 
设 zj 也 是 方程 的 实 根 , 即 
(z02 十 az 十 c) 十 (pz 和 十 Di 一 0 
由 此 得 到 g4 十 d 二 0, 因 而 zx 与 zs 都 满足 方程 必 十 d = 0, 从 而 就 有 2 一 以 = 0， 
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了 矛盾. 因此 方程 只 有 一 个 实 根 . 
复 系数 一 元 二 次 方程 根 的 情况 如 下 表 : 


6 一 4 一 0 且 导 一 4 过 0 两 实 根 


b=d=0 有 a—4c<0 两 共 印 虚 根 


0 天 0 且 眉 一 aid 十 太 c 一 0 一 实 根 ,一 虚 根 


b 关 0 且 d 一 bd 十 Wc 关 0 或 b=0 且 c 关 0 两 不 共 红 虚 根 


$5 用 数值 方法 求 方程 的 近似 根 


5.1 二分 法 
计算 f(z) 在 有 根 区 间 [a, 纪 端点 处 的 值 f(a)，f(65) ,计算 f(x) 在 区 间 中 点 
4 序 ? 处 的 值 (2 去 外). 若 了 (2 去 外 ) 一 0, 则 2 去? 即 是 根 ; 若 7( 去 2) /ea) 一 0, 则 


以 & 志 4 代 蔡 否则 以 & 志 4 代 蔡 e. 反复 进行 下 去 ,直到 区 间 [a, 如 的 长 度 小 于 允 
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许 误差 es, 此 时 中 点 & 二 和 即 为 所 求 近似 根 . 

反复 二 分 ,可 得 出 一 系列 有 根 区 间 [a, 6] 了 [a1, by] 刁 … [a by] 恬 …， 
其 中 每 个 区 间 都 是 前 一 个 区 间 的 一 半 , 因 此 当 k 一 时 ,[as，&] 的 长 度 入 一 wu 一 
他 寺 和 趋 于 零 ,由 闭 区 间 套 定理 ,如 果 二 分 过 程 无 限 地 进行 下 去 ,这 些 区 间 最 终 必 
收缩 于 一 点 x， 该 点 显然 就 是 所 求 的 根 . 

二 分 法 的 优点 是 算法 简单 ,是 总 是 收敛 ,缺点 是 收敛 太 慢 . 

5.2 不 动 点 迭代 法 

将 方程 /(z) 一 0 改写 成 等 价 的 形式 

工 一 Y(z)， (5.1) 


若 要 求 xz* 满足 F(z" ) = 0, 则 z* = VCz* ) ,反之 亦 然 , 称 z 为 函数 g(x) 的 一 个 
不 动 点 , 求 f(z) 的 零点 就 等 价 于 求 p(X) 的 不 动 点 ,选择 一 个 初始 近似 值 ro ,将 它 
代入 (5. 1) 式 右 端 , 即 可 求 得 zi 二 p(xo), 如 此 反复 迭代 计算 
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Zen = p70) k= 0,1, 2, «ee. (5.2) 


如 果 对 任何 zo € [a, 56], 由 (5.2) 式 得 到 的 序列 {xz} 有 极限 limz 三 x" , 则 称 迭 代 
方程 (5. 2) 收敛 , 且 zx”= g(xz" ) 为 p(x) 的 不 动 点 . 

这 种 迭代 法 是 一 种 逐次 通 近 法 ,其 基本 思想 是 将 隐 式 方程 (5. 1) 归 结 为 一 组 显 
式 的 计算 公式 (5. 2) ,就 是 说 ,迭代 过 程 实质 上 是 一 个 逐步 显示 化 的 过 程 . 

和 迭代 法 的 效果 并 不 是 总 能 令 人 满意 的 , 原 方程 化 为 (5. 1) 式 的 形式 不 同 ,所 产 
生 的 迭代 序列 也 不 同 , 有 的 收敛 有 的 发 散 ,下 面 研究 p(x) 的 不 动 点 的 存在 性 及 迭 
代 法 (5. 2) 的 收敛 性 . 

设 w(z) € CLa, 65] 满 足以 下 两 个 条 件 : 

(1) 对 任意 ze [a, 5] 有 a 二 q(x) 志 b; 

(2) 存在 正常 数 了 上 一 1, 使 对 任意 zx, y € [a, 6] 都 有 

| 9(7)—9(y) |<L|z—y|, (5. 3) 


则 glz) 在 [a, 8] 上 存在 唯一 的 不 动 点 xz*. 

证 明 ” 先 证 不 动 点 的 存在 性 . 若 g(a) = a 或 pg(b) 一 六 ,显然 wz) 在 [a, 6] 上 
存在 不 动 点 . 下面 设 g(a) > a 及 gp(b) 二 b, 定义 函数 

f(x) = p(7)—z, 

显然 f(x) € C[a, 5], 且 满足 f(a) = g(a) 一 a 二 0，FGb) = g(b) 一 b 二 0, 由 连 
续 函数 性 质 可 知 存在 zx” E€ [a, 6], 使 f(x* ) 一 0, 即 z" = plz*), zx" 即 为 pg(z) 
的 不 动 点 . 

再 证 唯一 性 . 设 xx 和 z? 都 是 pg(z) 的 不 动 点 , 则 由 (5. 3) 式 得 

| 太一 对 |=| pz ) 一 Yi) ISL | Zz? —zi |<|z? —zi |， 

矛盾 . 故 p(x) 的 不 动 点 唯一 . 

在 g(x) 的 不 动 点 存在 唯一 的 情况 下 ,可 得 到 迭代 法 收敛 的 一 个 充分 条 件 . 

设 w(z) € C[a, 嫂 满 足 定理 11.4 中 的 两 个 条 件 , 则 对 任意 xo。E 
[a, 旨 , 选 代 序列 {ze} 收敛 到 g(z) 的 不 动 点 并”. 

证 设 z* €E[a, 6 是 glx) 在 [a, 5] 上 的 唯一 不 动 点 ,由 定理 中 的 条 件 (1) 可 
知 {zi) € [a, 5], 再 由 (5. 3) 式 得 

| 总 一 l=loa = pL oa = | mw .| 

0 二 LL 二 1, 故 当 k 一 oo 时 序列 {zi) 收敛 到 工 *. 

在 实际 使 用 上 述 定理 时 ,对 于 条 件 (2) ,往往 用 | g (zx) | 之 L 一 1 来 代替 . 事实 
上 ,如 果 gz) E C'[a, 5], 由 中 值 定理 可 知 ,对 VYz, yE [a, 5b] 有 
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| p(z) 一 p(Cy) | 一 | yz—y) [<LI|z—y|, €€ (a, 0). 


上 面 给 出 了 zo 取 自 区 间 [a, 6 上 时 所 产生 的 迭代 序列 {zx} 的 收敛 性 ,通常 称 
为 全 局 收敛 性 . 有 时 不 易 检 查 定理 的 条 件 , 实 际 应 用 时 通常 只 在 不 动 点 z* 的 邻近 
考察 其 收敛 性 , 即 局 部 收敛 性 . 

蕙 8 设 p(z) 有 不 动 点 zx* ,如 果 存在 zx* 的 某 个 邻 域 U: | xz 一 x | 过 
6, 对 任意 zo E U, 和 迭代 法 (5. 2) 产生 的 序列 {z} € U, 且 收敛 到 z* , 则 称 迭 代 法 
(5. 2) 局 部 收敛 . 

为 了 衡量 迭代 法 (5. 2) 收 敛 速度 的 快慢 给 出 如 下 定义 : 

庭 双 3 夺 。 设 迭代 过 程 xs = p(x) 收敛 于 方程 zx 一 Y(z) 的 根 x" ,如 果 当 
一 co 时 迭代 误差 w = zi 一 z" 满足 渐 近 关系 式 


| ec | ,¢ 

[ED “ 
其 中 三 1. 则 称 迭 代 过 程 p 阶 收敛 , 当 p 二 1( 这 时 0 二 C 二 1) 时 称 为 线性 收敛 
当 p 二 1 时 称 为 超 线性 收 伍 ; 当 p 二 2 时 称 为 二 次 收敛 . 称 该 迭代 过 程 是 p 阶 收 敛 
的 . 

对 于 收敛 的 迭代 过 程 ,只 要 迭代 次 数 足够 多 ,就 可 以 使 结果 达到 任意 的 精度 ， 
但 有 时 迭代 过 程 收敛 缓慢 ,从 而 使 计算 量变 得 很 大 , 下面 两 种 方法 ( 埃 特 金 加 速 方 
法 和 斯 特 芬 森 迭 代 法 ) 就 是 研究 迭代 过 程 的 加 速 方法 . 

埃 特 金 加 速 收敛 方 法 

设 zo 是 根 z* 的 某 个 近似 值 ,用 迭代 公式 迭代 一 次 得 


Zl = PCzo)， 


ee@@ 站 涟 避 当 于 才 溃 汉 也 


而 由 微分 中 值 定理 ,有 
一 p(x0) — p(x*) 好 (6)(zn FE 


其 中 & 介 于 zx" 与 zo 之 间 . 
假定 g (z) 改 变 不 大 ,近似 地 取 某 个 近似 值 二 , 则 有 


一 (5.4) 
若 将 校正 值 zi = PCzo) 再 迭代 一 次 ,又 得 


Zz = (71), 


由 于 


Zi—T" L(x —r"), 


oe i 


将 它 与 (5. 4) 联 立 , 消 去 未 知 的 工 ,有 


E> Wont .Pee 3 
Te—7z ar 
由 此 推 知 
Zozz 一 好 La — we 


Ea mo 
zz 一 2zi 十 zo Zz 一 2zl 十 Zo 


在 计算 了 zi 及 zx 之 后 ,可 用 上 式 右 端 作为 xz" 的 新 近似 值 , 记 作 Z. 一 般 情形 是 
(zn — za)’ CAze)2 
到 一 2zth tz 人 Azzrx 
(5. 5) 式 称 为 埃 特 金 (Aitken)A? 加 速 方法 . 
可 以 证 明 


+»k=0, 1, (5.5) 


Th+H = Th 


lim HL 一 2 = 
he IT 一 工 
它 表 明 序 列 {z} 的 收敛 速度 比 {z} 的 收敛 速度 要 快 . 
斯 特 芬 森 迭代 法 
埃 特 金 方法 不 管 原 序列 {xz} 是 怎样 产生 的 ,对 {xz} 进行 加 速 计算 ,得 到 序列 
{ 却 ,如果 把 埃 特 金 加 速 技巧 与 不 动 点 迭代 结合 , 则 可 得 到 如 下 的 迭代 法 : 


人 = g(x1), x 一 PCye)， 


一 0， 
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一 0 (5.6) 


TAH 一 » 
上 鸡 一 2y + zs 


称 为 斯 特 芬 森 迭代 法 . 它 可 以 这 样 理解 ,我 们 要 求 x 二 p(x) 的 根 z* , 令 elzx) = 
9g(z) 一 Xz, e(XT') 二 p(x") 一 xz" 二 0, 已 知 zx” 的 近似 值 zx 及 ,其 误差 分 别 为 


(71) = PC) — T= YT— zs 


E(%) = PW)— N= 


把 误差 e(x)“ 外 推 到 零 ”, 即 过 (zi， eCzt)) 及 (ye，elyi)) 两 点 做 线性 插值 函数 , 它 
与 x 轴 的 交点 就 是 (5. 6) 中 的 zt， 即 方程 


st + ex) (7 — 7,) 一 0 
> 


的 解 . 


(yr — Ta)” 
Zh — 2 + zh 


E(x1) 
ey)— eC 


T= Tz) = TH 


人 


实际 上 (5. 6) 是 将 不 动 点 迭代 法 (5. 2) 计 算 两 步 合并 成 一 步 得 到 的 ,可 将 它 写成 另 
一 种 不 动 点 迭代 

Ten 一 内 zi 有 一 0， 1，…， 
其 中 


=z—— [2)—z 
We PCP(CZ)) 一 元 (5 十 下 人 
车 xz" 为 (5.7) 式 定义 的 迭代 函数 %z) 的 不 动 点 , 则 z* 为 PCz) 
的 不 动 点 .反之 , 若 z"* 为 PCz) 的 不 动 点 , 设 好 (z) 存 在 ,8 (zx" ) 天 1, 则 z 是 VCz) 
的 不 动 点 , 且 斯 特 芬 森 迭代 法 是 二 阶 收敛 的 . 
进一步 还 可 知 , 若 迭 代 法 (5.2) 是 p 阶 收敛 的 , 则 和 迭代 法 (5.6) 是 十 1 阶 收 


敛 的 . 
5.3 牛顿 法 
章 。。 设 已 知 方程 rz) 一 0 有 近似 根 mx (假定 疡 (xi) 天 0) ,将 函数 FCz) 在 点 zi 展 
条 开 , 有 
的 
站 f(D) fr) + zr— zr), 
数 于 是 方程 f(z) = 0 可 近似 地 表示 为 
3 fz) +f zz— a) =0, 
1 这 是 个 线性 方程 , 记 其 根 为 zw, 则 zi 的 计算 公式 为 
TtkrH 一 一 Cx) 
(zh) 
牛顿 法 实质 上 是 一 种 线性 化 方法 ,其 基本 思想 是 将 非 线性 方程 /(z) = 0 逐步 
归结 为 某 种 线性 方程 来 求解 . 
牛顿 法 有 明显 的 几何 解释 .方程 f(x) = 0 的 根 z* 可 解释 为 曲线 y 二 /(z) 与 
工 轴 的 交点 的 横 坐 标 . 设立 是 根 z* 的 某 个 近似 值 ,过 曲线 y 二 /(z) 上 横 坐 标 为 
的 点 P, 引 切 线 , 并 将 该 切线 与 + 轴 的 交点 的 横 坐 标 zin 作为 x" 的 新 的 近似 值 . 注 
意 到 切线 方程 为 
y= f(z +f rr—zr), 
由 于 这 种 几何 背景 ,牛顿 法 亦 称 切线 法 . 
牛顿 法 的 优点 是 收敛 快 ,缺点 一 是 每 步 迁 代 要 计算 F(zi) 及 /(z) ,计算 量 大 
且 有 时 (zi) 计 算 较 困难 ;二 是 初始 近似 zo 只 在 根 z* 附近 才能 保证 收敛 ,如 zo 
mm 0 ee 四 


给 的 不 合适 可 能 不 收敛. 为 克服 这 两 个 缺点 ,通常 可 用 下 述 方法 . 
(1) 简化 牛顿 法 ,也 称 平行 弦 法 . 其 迭代 公式 为 


Zin 一 到 一 Cf(rz) ,C0, 
迭代 函数 g(z) = zx 一 Cf(z). 
取 C= PU’ 则 称 为 简化 牛顿 法 ,这 类 方法 计算 量 省 ,但 收敛 慢 ,其 几何 意 
义 是 用 斜率 为 (xo) 的 平行 弦 与 z 轴 的 交点 作为 xz* 的 近似 值 . 
(2) 牛顿 下 山 法 


牛顿 法 的 收敛 性 依赖 于 初 值 z 的 选择 ,为 了 防止 迁 代 发 散 ,我 们 对 迭代 过 程 
再 附加 一 项 要 求 , 即 具有 单调 性 


[flzmm) |<| fox) 1， (5. 8) 


满足 这 项 要 求 的 算法 称 为 下 山 法 . 
我 们 将 牛顿 法 与 下 山 法 结合 起 来 用 , 即 在 下 山 法 保证 函数 值 稳定 下 降 的 前 提 


下 ,用 牛顿 法 加 快 收敛 速度 . 为 此 ,我 们 将 牛顿 法 的 计算 结果 1 一 zx; 一 a ; 与 
前 一 步 的 近似 值 x 的 适当 加 权 平 均 作 为 新 的 改进 值 
Tih = AZihi+ (1—Azs, 
其 中 4(0 二 4 过 1 称 为 下 山 因子 , 则 
(x1) 


(zx) 
称 为 牛顿 下 山 法 . 选择 下 山 因 子 时 从 X== 1 开始 ,逐次 将 4 减 半 进 行 试 算 , 直 到 能 使 
下 降 条 件 (5. 8) 成 立 为 止 . 

为 了 克服 牛顿 法 中 计算 f(z) 的 复杂 性 ,除了 用 简化 牛顿 法 以 外 ,还 可 以 利 
用 已 求 函 数值 (zt)， 帮 zi- )，… 来 回避 导数 值 (zi) 的 计算 . 这 类 方法 是 建立 
在 插值 原理 基础 上 的 . 

(3) 弦 截 法 

设 mx，zel 是 FCz) 二 0 的 近似 根 ,我 们 利用 f(zs), f(zi) 构造 一 次 插值 多 
项 式 py(z), 并 用 p(x) == 0 的 根 作为 f(z) = 0 的 新 的 近似 根 ztt, 由 于 
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TtH = Tt 一 人 


DD = fd) FE Ly), 


Th Tel 


因此 有 


fx) 
Zin = Th ey oe) (zx 


2 (5.9) 


ee 


这 样 导出 的 迁 代 公式 可 以 看 作 牛 顿 公式 中 的 导数 六 (zi) 用 差 商 人 2 一人- 


一 
取代 的 结果 . 

现在 解释 这 种 迭代 过 程 的 几何 意义 . 曲线 y = f(x) 上 横 坐 标 为 zt， zi 的 点 
分 别 记 为 Pl，Pi1, 则 所 求 得 的 zi 实际 上 是 弦 线 PiP 与 工 轴 的 交点 的 横 坐 
标 . 这 种 算法 因此 被 称 为 弦 截 法 . 

弦 截 法 与 牛顿 法 都 是 线性 化 方法 ,但 两 者 有 本 质 的 区 别 . 牛顿 法 在 计算 ze 
时 只 用 到 前 一 步 的 值 rt, 而 弦 截 法 要 用 到 前 面 两 步 的 结果 xx ，zt-:, 因此 使 用 这 种 
方法 必须 先 给 出 两 个 初始 值 . 

假设 /(z) 在 根 zx* 的 邻 域 U: | xz 一 zx”| 过 63 内 具有 二 阶 连续 导 
数 , 且 对 任意 zEU 有 f(x) 闯 0, 又 初 值 zo。， zi EU, 那 么 当 邻 域 U 充分 小 时 , 弦 


截 法 (5.9) 将 按 户 一 二 炬 收 全 到 根 z. 
(4) 抛物 线 法 


高。 设 已 知 方程 f(z) 一 0 的 三 个 近似 根 xi，zte-，zt-: ,以 这 三 点 为 节点 构造 二 次 
A 插值 多 项 式 p(x) ,并 适当 选取 p(x) 的 一 个 零点 zth 作为 新 的 近似 根 ,这 样 确定 
和 的 迭代 过 程 称 为 抛物 线 法 , 亦 称 为 密 勒 法 . 
等 现在 推导 抛物 线 法 的 计算 公式 . 插值 多 项 式 
@ bz) 一 /z+ fa, zz—z0) + fr ze ez— T(z— zo), 
二 
? 有 两 个 零点 
Zih = Th 2fCe) 4 (5. 10) 
w+ Vw —4f(r) fr, Te, Th 
式 中 


w= f[z, zeit flxss Tis Taz zh Ze), 


为 了 从 (5. 10) 式 中 定 出 一 个 值 zt， 需要 讨论 根 式 前 面 正 负 号 的 取舍 问题 . 

在 zi， zt， zh-z 三 个 近似 根 中 ,自然 假定 zx 更 接近 所 求 的 根 z” ,这 时 ,为 了 
保证 精度 ,我 们 选取 (5. 10) 式 中 较 接近 zx 的 一 个 值 作 为 新 的 近似 根 ze. 为 此 ,只 
要 取 根 式 前 的 符号 与 w 的 符号 相同 . 

可 以 证 明 , 在 一 定 的 条 件 下 ,抛物 线 法 收敛 的 阶 p 二 1. 840( 是 方程 入 一 入 一 
4 一 1 二 0 的 根 ). 

即使 z，Zi-1，zi-z 均 为 实数 ,zen 也 可 以 是 复数 ,所 以 抛物 线 法 适用 于 求 多 
项 式 的 实 根 和 复 根 . 
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本 章 思考 题 


1. 求 方 程 lg(z 一 a) 一 ]g2 一 Blg(z—b) 的 实数 解 ,其 中 a, 6 为 参数 . 


2. 证 明 方程 蕊 一 一 4 二 0 至少 有 一 实 根 ,并 用 两 分 法 求 精确 到 小 数 三 位 的 根 . 
3. 对 于 初始 值 zo 一 2 利用 牛顿 法 求 一 2t 一 5 二 0 的 近似 根 zz. 
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第 十 二 章 ”数列 与 差分 


随 着 信息 技术 的 日 益 普及 和 发 展 ,离散 数学 的 应 用 越 来 越 广 泛 . 差分 和 差分 方 
程 是 描述 离散 变量 变化 的 重要 工具 ,在 理论 上 是 十 分 重要 的 ,并 且 有 广泛 的 应 用 . 
本 章 中 我 们 先 复 习 数 列 的 概念 和 常用 数列 ,然后 引入 差分 的 概念 与 性 质 、 差 分 方 
程 ,最 后 介绍 差分 方程 的 应 用 ,以 培养 学 生 能 使 用 一 些 离散 变量 分 析 与 解决 问题 的 
方法 . 


8$1 数列 的 差分 


1.1 数列 


课本 中 数列 概念 为 :按照 一 定 的 规则 排列 起 来 的 一 列 数 ca ，as，…a。,，… 称 为 
数列 ,用 符号 {a,) 表 示 . 

而 数列 的 实质 为 :一 个 数列 是 一 个 函数 ,其 定义 域 为 全 体 正 整数 (有 时 ,为 方便 
计 , 是 全 体 非 负 整数 集合 ) ,其 值 域 包 含 于 全 体 实数 集 . 

给 定数 列 的 方式 有 : 

(1) 说 明 式 给 出 数列 , 它 的 特点 是 数列 不 唯一 确定 . 比如 : 


1，2，3，26,，676，… 
(2) 用 通 项 公式 给 出 数列 ,比如 : 
a 一 22 十 1, mnEN". 
(3) 利用 递 推 公式 给 出 数列 ,比如 : 斐 波 那 契 数 列 
但 =1, az 一 2， 


ant 一 CaH 十 Coy n= 1, 2, 


99 和 为 严 拱 当下 必 水 汉 对 


(4) 用 其 他 方式 给 出 数列 ,比如 :给 出 数列 的 前 n 项 和 ,或 用 描 点 法 直观 的 
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表达 . 

关于 数列 通 项 ,有 几 点 我 们 需要 注意 ,首先 不 是 每 一 个 数列 都 可 以 写 出 它 的 通 
项 公式 ,比如 从 小 到 大 的 质数 所 组 成 的 数列 ;其 次 同一 个 数列 的 通 项 公式 可 以 用 几 
种 不 同 的 方式 表示 ,比如 奇数 项 为 1 ,偶数 项 为 0 的 数列 1,，0, 1, 0, …, 它 的 通 项 
公式 可 以 写成 


Ca 一 5 社 为 商 数 二 2 

” 0, n 为 偶数 ， 人 
也 可 以 写成 一 个 解析 式 

& =l 人 ,n=1,2, 访 


求 数列 的 通 项 公式 没有 统一 的 方法 ,要 具体 问题 具体 分 析 . 
等 差 数列 是 一 次 函数 在 自 变 量 取 自 然 数 时 的 特例 , 即 等 差 数列 是 线性 函数 的 
离散 化 . 等 比 函 数 是 指数 函数 的 特例 , 即 等 比 函 数 是 指数 函数 的 离散 化 . 


$2 差分 的 概念 及 性 质 


2.1 数列 差分 的 概念 


吓 列 股 叶 ”数列 相 邻 项 的 差 , 称 为 数列 的 差分 . 

应 用 数列 的 函数 本 质 ,可 以 利用 函数 的 差分 来 进行 定义 ,便于 讨论 差分 与 数列 
通 项 的 关系 . 

[ 定 X 胸 ” 设 函 数 "= /(z), 记 为 y, 当 z 取 遍 非 负 整数 时 函数 值 可 以 排 成 
一 个 数列 :y，y ，…y，…，, 则 差 wh 一 yz 成 为 函数 yz 的 差分 ,也 称 为 一 阶 差分 ， 
记 为 Ay.. 

也 可 以 直接 对 数列 进行 定义 

次 双人 3 对 任何 数列 A 二 {a ，az，aa，…)}, 其 差分 算 子 A( 读 作 delta) 定 
义 如 下 : 
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Aal 一 az 一 Qi， 
Aaz = as 一 az， 
Aas 一 aa 一 aa， 


一 般 地 ,对 任何 有 Aa, 一 ant 一 an- 
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应 用 这 个 算 子 A, 从 原来 的 数列 A 构成 一 个 新 的 数列 AA, 从 数列 AA 可 得 到 
数列 A:A 二 A?a,, 这 里 
Ma, = A(AMas) = AMann — AMan 
=ante 一 Co+l — anthi 十 an 


一 aniz 一 2ail 十 as， 


称 为 数列 A 的 二 阶 差分 ,二 阶 差分 A'a, 的 差分 Aia, 称 为 三 阶 差 分 ,二 阶 及 二 阶 
以 上 的 差分 称 为 高 阶 差 分 ,而 称 Aa, 为 一 阶 差分 . 


2.2 差分 的 物理 和 几何 意义 

在 物理 方面 ,一 阶 差分 表示 物体 运动 的 平均 速度 ,二 阶 差分 表示 平均 加 速度 ; 
在 几何 方面 ,一 阶 差分 表示 数列 图 形 中 相 邻 两 点 连 线 的 斜率 . 

例如 : 


几何 上 的 表示 就 是 : 
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2.3 差分 的 性 质 


将 数列 看 作 函 数 , 则 可 以 直接 利用 函数 差分 的 性 质 ,具体 证 明 可 参见 《数值 
计算 》. 
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(1) 各 阶 差分 均 可 以 用 函数 值 表示 : 
Afi = DG fur. 
(2) 可 用 各 阶 差 分 表示 函数 值 : 
fn = Daa. 
(3) 差分 与 导数 的 关系 : 
Me CD 
其 中 为 步 长 , xz E (zh, zemm). 


§ 3 差分 表 的 性 质 和 应 用 


利用 差分 可 以 来 判断 数列 的 增 减 等 性 质 , 先 给 出 以 下 定义 : 

定义 12 吕 数列 A = {a,) 在 第 4 项 处 是 增 的, 若 a 二 art (或 用 算 子 记号 ， 
Aax 之 0). 数列 A 在 第 & 项 处 是 减 的 , 若 wu > atH ( 即 Aa4 二 0). 数 列 A 在 第 k 项 
处 达到 相对 极 大 , 若 w > at 且 w 三 ae (或 用 算 子 记号 ,Aatc 三 0 且 Aak 二 0). 
数列 A 在 第 k 项 处 达到 相对 极 小 ,车 ar 一 ae 且 w 受 ai( 即 Aa 过 0 且 Aak 二 
0). 数 列 A 在 第 & 项 处 上 止 , 若 Aa > Aac- (或 用 二 阶 差分 的 算 子 记 号 ,Azak-, 二 
0). 数 列 A 在 第 4 项 处 下 凹 , 若 Aas 一 Aat- ( 即 Azar 一 0). 

注意 :在 一 1 处 的 一 阶 差分 决定 了 k 项 处 的 增 减 性 ,而 在 & 一 1 处 的 二 阶 差分 
决定 了 项 处 的 四 性 . 决定 凹 性 的 另 一 种 看 法 是 : 当 一 阶 差分 增加 时 数列 上 止 , 而 
当 一 阶 差分 减 小 时 数列 下 四 . 

定义 5 数列 A 在 第 k 项 处 有 一 个 拐点 ,倘若 Aia, 和 A?ai_， 异 号 . 
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可 以 利用 差分 表 确 定数 列 在 何 处 递增 ,递减 ,达到 相对 极 大 或 极 小 ,上 凹 .下 凹 
以 及 是 否 有 拐点 . 例如 : 


守 充 HW。 如 果 一 个 数列 的 p 阶 差分 数列 是 (不 全 为 零 的 ) 常 数列 , 则 称 这 
个 数列 为 p 阶 等 差 数 列 . 一 阶 等 差 数 列 即 是 我 们 通常 说 的 等 差 数列 ,二 阶 及 二 阶 
以 上 的 等 差 数列 ,通称 为 高 阶 等 差 数列 . 
求 高 阶 等 差 数列 的 通 项 公式 方法 一 般 有 逐 差 法 和 待定 系数 法 ,下 面 介 绍 其 中 
的 一 种 . 
例 1 求 数列 1, 7, 25, 61, 121, 211, … 的 通 项 公式 . 
解 : 先 写 出 各 阶 差分 数列 :一 阶 久 :6，18,，36，60,，90，… 
二 阶 c:12，18，24，30，… 
三 阶 心 :6，6，6，… 
可 见 数列 {a, }) 为 三 阶 等 差 数列 ,而 c, 为 首 项 为 12, 公 差 为 6 的 等 差 数列 , 易 得 
cr 一 12 十 6(m 一 1) 一 6nz 十 6， 
°° b, — bi = cin > 2), 
“bs —bri = 6(n—1)+6= 6n, 
bi — bs = 6(n—1), 
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ba—h=6X2, 


“bb 一 6(2 十 3 十 … 十 办 一 6 ete (nl) 6—3n+3n—6, 

“b=37 十 3n 一 6 十 b= 二 3n? 十 3n. 

同 理 可 求 出 a, = 二 到 一 n 十 1. 

数列 {a,) 为 p 阶 等 差 数 列 的 充 要 条 件 是 :数列 {a,} 的 通 项 公式 
为 n 的 p 次 多 项 式 ,而 它 的 前 nn 项 和 为 n 的 (p 十 1) 次 多 项 式 . 

例 2 求 数列 5, 17，35， 59，89,… 的 通 项 公式 . 
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解 : 先 写 出 各 阶 差分 数列 :一 阶 b.:12, 18, 24, 30,，… 
二 阶 c:6, 6, 6，… 
可 得 这 是 一 个 二 阶 等 差 数列 . 设 o 二 an? 十 bn 十 c, 将 41 二 5, as 一 17, as 一 35 


代 人 可 得 
4 十 0 十 c 一 5， a 一 3， 
[erwt.- mm 3， 
9a 十 3 十 < 一 35， c 一 一 1 
.an 一 32 十 3m 一 1. 
$4 差分 方程 和 差分 方程 组 
4.1 差分 方程 


ii 多 六 ”差分 方程 是 包含 离散 变量 函数 相继 值 之 间 差分 的 数学 等 式 . 初 
始 条 件 是 该 数列 的 第 一 项 . 出 现在 差分 方程 中 的 项 的 最 大 下 标 减 去 最 小 下 标 得 到 
的 数 称 为 差分 方程 的 阶 . 

比如 ann 二 5an; an+z 一 3ant 十 4a 一 6 等 . 

诡 充 酌 询 ”如 果 差分 方程 中 包含 数列 变量 ( 即 包含 a,) 的 项 不 包含 数列 变量 
的 乘积 ,不 包含 数列 变量 的 雷 , 也 不 包含 数列 变量 的 诸如 指数 、 对 数 或 三 角 函 数 在 
内 的 函数 ,那么 我 们 称 该 差分 方程 是 线性 的 . 否则 差分 方程 就 是 非 线性 的 . 

值得 注意 的 是 这 种 限制 只 适用 于 包含 数列 变量 的 项 ,而 不 能 用 于 不 包含 数列 
变量 的 其 他 项 . 

例如 : as 一 3ann 十 4a, 二 6 是 线性 的 ,而 os 二 a,)? 是 非 线性 的 . 

定 久 罗 8 线性 差分 方程 称 为 齐 次 的 ,如 果 它 只 包含 数列 变量 的 项 . 如 果 略 
掉 非 齐 次 方程 中 不 包含 数列 变量 的 项 ,就 得 到 一 个 齐 次 方程 , 称 之 为 与 原 方程 相应 
的 齐 次 方程 . 

例如 : as 二 5a, 为 齐 次 的 ,而 avis 一 3as 十 4a。 二 6 为 非 其 次 的 ,anrs 一 
3a 十 4a。 二 0 为 其 对 应 的 齐 次 方程 

珊 开 B20 差分 方程 的 解 是 一 个 函数 , 当 把 它 代 和 人 差分 方程 时 就 得 到 一 个 
恒等式 ,而 且 还 满足 任何 给 定 的 初始 条 件 . 

汪 久 DZ 差分 方程 的 一 个 通 解 是 一 个 函数 ,当代 入 特定 值 后 就 得 到 相应 
于 不 同 初 值 的 特 解 . 

证 8 全 曙 2 一 阶 线性 差分 方程 为 a, 一 如 。 十 0, 当 二 0( 即 方程 为 齐 次 方 
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程 ) 时 ,其 解 为 等 比 数列 . 当 二 1 ( 即 差分 为 常数 ) 时 ,其 解 为 等 差 数列 . 

一 阶 线性 差分 方程 的 一 般 形式 为 asf 二 如 。 十 了 (n)，, 其 中 /(n) 通 常 为 常数 、 
多 项 式 函数 、 指 数 函数 和 正 余 弦 型 函数 等 四 种 形式 . 高 中 新 课 标 只 要 求 研究 f(n) 
为 常数 的 情况 . 

解 线性 差分 方程 的 常用 方法 有 逐 差 法 、 数 列 代 换 法 、 特 征 根 法 等 . 具体 解法 如 
下 :已 知 一 阶 线性 方程 cs = ha, 十 5, 求 a. 

解法 一 ” 逐 差 法 . 

由 af = ha, 十 6 得 a; 一 hai 二 6b (i 之 2), 两 边 同时 乘 以 k"', 可 得 


ak™i— kitia, = MK", 


两 边 依次 相 加 可 得 
六 (op 一 Arar) = Dm, 
i=2 Fe 
所 以 
丰 a 一 ka 一 01 十 4 十 好 十 … 十 Ar2)， 
及 二 21 一 如 9) 
由 I 
等 所 以 
和 
2 一 Ar- 
. or=ak 十 一 一 一 一 一 
I—& 
: 
1 所 以 


解法 二 数列 代 换 法 . 
由 as 一 如 ,十 得 as 一 如 , 二 6,，antz 一 如 nn 一 0, 两 式 相 减 可 得 


lnt2 一 Qn+Hl 一 上 (an+l 一 Cn) 一 0， 
令 嫩 三 ann 一 an; 则 二 az 一 a1, 且 bn 一 已。 所 以 
b, = bk 一 (as 一 ak. 


因为 
anH 一 an = (az —a1)k™!, 
anH — ka, = b, 


所 以 


me 
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(1—k)a, = 6— (as —a)k™, 


az = kai +b, 
所 以 


= (w 一 Tt 二 


解法 三 ”特征 根 法 . 

一 阶 线性 差分 方程 ws; 二 ha, 十 6 其 对 应 的 齐 次 方程 为 asfi 二 ha, ,特征 方程 
为 4 一 人, 因此 齐 次 方程 of 二 ka, 的 通 解 为 a, 二 收 "， ann 一 如 ,十 6 的 一 个 特 解 
为 z= 了 因此 4 一 ka, 十 b 的 通 解 为 a, 一 "十 了 二 二， 代入 初 值 可 求 出 c. 

并 信人 天 在 和 证 加 C 作风 
方法 求 出 数列 的 通 项 . 而 特征 根 法 可 用 于 求 一 阶 线性 差分 方程 的 通 解 ,利用 常 微分 
方法 (高 等 数学 ) 可 以 求解 差分 方程 ,这 是 因为 差分 方程 是 微分 方程 的 离散 化 . 

一 阶 线性 差分 方程 cs = ha, 十 5 的 解 为 : 


== 路 "十 TE' 著 k 关 1 
三 bn 十 c, 若 k= 1. 


其 中 < 为 与 初 值 条 件 相关 的 常数 . 
定义 12543 由 两 个 或 多 于 两 个 的 差分 方程 构成 的 方程 组 称 为 差分 方程 组 . 
在 差分 方程 组 中 ,单个 差分 方程 的 阶 数 的 最 大 值 称 为 差分 方程 组 的 阶 数 . 
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Totl 一 az 十 bo。 十 cy ToH = axn + byn, 
人 一 dz 十 oy。 pt 3 oo = dz, + ey, 7 
对 应 的 齐 次 方程 组 . 
一 阶 非 齐 次 线性 差分 方程 组 的 通 解 一 一 阶 非 齐 次 线性 差分 方程 组 的 特 解 十 一 
阶 齐 次 线性 差分 方程 组 的 通 解 . 


而 一 阶 齐 次 线性 差分 方程 组 的 通 解 ,与 初等 数学 中 求解 二 元 一 次 方程 组 类 似 ， 
对 于 一 阶 齐 次 线性 差分 方程 组 通常 也 采用 消 元 法 求解 ,消去 一 个 未 知 数列 及 其 差 
分 ,得 到 只 含有 一 个 未 知 数列 及 其 差分 的 二 阶 齐 次 线性 差分 方程 ,问题 转化 为 求 二 
阶 齐 次 线性 差分 方程 的 解 , 解 此 方程 , 求 出 满足 该 方程 的 未 知 数列 ,再 代入 原 方程 
组 的 一 个 方程 , 求 得 另 一 个 未 知 数列 . 

一 个 一 阶 非 齐 次 线性 差分 方程 组 ,通过 消 元 ,也 可 得 到 一 个 二 阶 非 齐 次 线性 差 
分 方程 z,+z 十 arnh 十 br 二 c《c 为 常数 ). 二 阶 非 齐 次 线性 差分 方程 的 一 般 形式 为 : 


四 ee 
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Zntz 十 aznhi 十 bx， 二 f(n) ,其 中 (nn) 通常 为 常数 .多项式 函 数 、 指 数 函 数 和 正 余弦 

型 函数 等 四 种 形式 . 理论 求法 要 用 到 齐 次 差分 方程 通 解 的 显 式 表达 , 即 基础 解 系 的 

线性 组 合 , 比较 麻烦 ,在 实际 中 , 常 采用 试探 法 , 即 根据 f(n) 的 特点 推测 特 解 的 形 

式 ,用 待定 系数 法 求解 . 对 于 二 阶 非 齐 次 线性 差分 方程 的 特 解 , 先 求 出 特征 方程 为 
和 12 十 aoA 十 0 一 0. 


当 4 = 1 不 是 特征 方程 的 特征 根 时 , 二 阶 非 齐 次 线性 差分 方程 有 特 解 
IFT 
当 4 二 1 是 特征 方程 的 单 根 时 ,二 阶 非 齐 次 线性 差分 方程 有 特 解 x, 一 pr 


当 4 二 1 是 特征 方程 的 二 重 根 时 , 二 阶 非 齐 次 线性 差分 方程 有 特 解 zx， 


1 
受 

将 一 阶 非 齐 次 线性 差分 方程 组 的 特 解 与 其 对 应 一 阶 齐 次 线性 差分 方程 组 的 通 
解 求 出 之 后 , 即 可 求 得 一 阶 非 齐 次 线性 差分 方程 组 的 通 解 一 一 阶 非 齐 次 线性 差分 
方程 组 的 特 解 十 一 阶 齐 次 线性 差分 方程 组 的 通 解 . 


4.2 k 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 
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形 如 
an 一 alan-l 一 azar-2 一 … 一 aa 一 0， OO 
于 一 人 ,十 1，…。 aaa，…，oax 是 常数 且 ax 天 0, 称 为 k 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 
方程 . 
b 
TZ—ar ar ——ar—a = 0, @ 
称 为 上 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 @O 的 特征 方程 , 它 的 上 个 根 gi，g: ，…， gi 称 为 
加 的 特征 根 . 其 中 gi;(i = 1， 2,…, A) 是 复数 . 
易 看 出 ,由 于 wx 关 0, 故 0 不 是 四 的 特征 根 . 
设 g 是 一 个 非 零 的 复数 , 则 互 (") = gq' 是 的 一 个 解 当 且 仅 当 gq 
是 它 的 一 个 特征 根 . 
证 明 : H(n) = 9 是 的 解 
和 一 ag 一 eg 一 … 一 org 一 aq 一 0 
9 一 (下 一 aig 一 azg 一 … 一 ax) 一 0 (因为 9 天 0) 
一 mg 和 一 aq 一 … 一 必 一 0 


me 


今 g 是 @ 的 特征 根 . 


设 hr?, hs? 是 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 @O 的 两 个 解 ,c，cz 
是 任意 常数 , 则 cihs? 十 czhs?” 也 是 k 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 的 解 . 
证 明 : 把 cpe 十 czhs? 代入 @ 〇 式 得 左边 得 
[cih®? 十 czj2] 一 am [cpo 十 csh ] 一 … 一 ak[cheox + ch ] 
= [ch 一 ac hl 一 … 一 akcihg] 十 [chs2 一 aaczjhe2 一 akcs 有] 
一 Di 一 oj — htcLh? 一 oj 一 ai 名 ] = 0, 
所 以 cihs? 十 czhs? 是 & 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 的 解 . 
由 定理 12. 3 和 12.4 可 以 知道 ,如 果 g ,gs,，…, qt 是 上 阶 常 系数 齐 次 线性 差 
分 方程 的 特征 根 , 且 cl ，c: ，…， cx 是 任意 常数 ,那么 
H, 一 cg 十 cs 肥 十 … 十 cxg8 
是 & 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 @O 的 解 . 
和 EXR 加 果 对 于 人 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 的 每 一 个 解 h, 都 可 
以 选择 一 组 常数 of，ct，…， cx 使 得 
h, = cg 十 cog 十 … 十 cq 
成 立 , 则 称 h, = ci@ 十 c9@ 十 … 十 ct@ 是 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 的 通 解 ， 
其 中 cc ，…，c 为 任意 常数 . 
定 畏 设 o, 9q，… 9 是 上 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 四 的 不 相等 
的 特征 根 ,cu ，cz ，…，cx 是 上 个 常数 , 则 


丽 , 一 cg 十 cs 服 十 … 十 cxg 
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是 〇 的 通 解 . 
证 明 : 由 定理 12.4 可知 H, 是 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 的 解 . 设 h, 是 
上 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 的 任意 一 个 解 , 则 h, 由 人 个 初 值 ho = bo, hi 一 
b1，*…， he 二 be- 唯一 确定 ,所 以 有 
a 二 C2 十 … 十 c= 二 bo， 
clgi 十 czgz 十 … 十 cg 一方 ， ® 
agt'+c g++ogt = bs 
如 果 方 程 组 @ 由 唯一 解 4 ,of，…,， ,这 说 明 可 以 找到 个 常数 cf ,cz，…， a 使 得 


hh = cg tc 二 +… 二 cq 


人 ee 
四 @ee， pl 


成 立 , 从 而 证 明了 cigf 十 cz 十 … 十 cq 是 k 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 四 的 
通 解 . 
方程 组 @ 的 系数 行列 式 是 


gd 
这 是 著名 的 范 德 蒙 行列 式 ,其 值 为 [ (gq; 一 4;) ,因为 当 i 隆 j 时 ,gq; 取 4， 所 以 行列 
式 的 值 不 等 于 0, 这 也 就 是 说 方程 组 @@ 有 唯一 解 . 


现在 ,我 们 利用 上 述 定 理解 关于 斐 波 那 契 数列 的 差分 方程 
例 3 已 知 斐 波 那 契 数 列 


区 = Fi 二 Fs(n>2,n€N), 


Fo=1,F=1, 
疏 求 其 通 解 下 ,. 

由 解 : 由 上 面 的 定义 知 ,这 个 差分 方程 的 特征 方程 是 x? 一 zx 一 1 = 0, 解 该 一 元 
二 次 方程 ,得 特征 根 为 

数 _1+/5 ,_1-V/5 

1 2 "T= 

. 

所 以 通 解 是 


r=8 (SE) +a(13e). 


代入 初始 条 件 确定 B.， BB 得 方程 组 
B+p=1, 
hss lp -1, 


解 这 个 方程 组 得 
1 ,1+V5 1 、1 一 好 
A 一 后 x 3 , 良 一 请 x- 人， 
所 以 斐 波 那 契 数 列 的 通 解 是 
了 h/t 
已 去 (和 ) lt 2 
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对 于 & 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 , 当 特 征 根 9 ，9: ，…，qx 都 不 相等 的 时 
候 , 我 们 已 经 得 到 了 求 通 解 的 方法 . 但 是 当 9 ，q:，…， qs 中 有 重 根 时 ,这 种 方法 就 
不 适用 了 . 换 句 话说 ,方程 cq 十 cz 十 … 十 cxq? 就 不 是 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 
方程 的 通 解 了 . 因为 把 & 个 初 值 代入 以 后 得 到 A 个 方程 ,但 未 知 数 至 多 为 一 1 个 ， 
这 样 可 能 使 得 方程 组 无 解 . 这 说 明 只 有 在 9，9:，…，9k 都 线性 无 关 时 才能 得 到 递 
推 关 系 的 通 解 . 

例 4 求 差分 方程 H, = 4H,1 一 4H,- 其 中 Ho =1, Hi =3. 

解 : 该 差分 方程 的 特征 方程 是 x? 一 4z 十 4 二 0, 特征 根 是 zc! 一 zz 一 2. 由 定理 
12. 3 可 知 2" 是 它 的 解 . 接 下 来 不 妨 试 试 a2", 把 它 代入 到 原 差分 方程 

n2" —4(n—1)2™! +4(n—2)2"? = n2"—2:(n—1)2"! 二 +2:(n— 2)2"? 

=n2" —(n—1)2"! 二 +(n—2)2" 
=2"[n—2(n—1)+(n—2)] =0, 

这 说 明 n2" 也 是 解 , 且 与 2" 线性 无 关 ,所 以 原 递 推 关系 的 通 解 是 H, = ci2" 十 con2”, 

一 般 地 ,可 得 到 下 面 的 定理 : 

设 o，q，…， 9 是 上 阶 齐 次 常 系数 线性 方程 

如 一 aam-l 一 azar-2 一 … 一 atam 一 0 
的 不 相等 的 特征 根 , 则 @ 的 通 解 为 
H,= HY 十 HP 十 … 十 HP， 

其 中 qiG=1, 2，…, 对 应 HP 二 a 十 cng? 十 … 十 cen 9 ,而 e 是 qi 的 重 数 . 

例 5 求 满足 下 列 条 件 的 差分 方程 : 

H,+H, 1 一 3H, :一 5H。 :一 2H =0, 
Ho=1, Hi=0, Hi=1, H,=2. 
解 : 据 定义 知 ,该 差分 方程 所 对 应 的 特征 方程 是 x' 十 zx 一 3zx? 一 5z+ 一 2 二 0， 


它 的 特征 根 是 一 1, 一 1, 一 1, 2, 注意 这 里 根 ( 一 1) 是 3 重 的 ,定理 12. 5 不 适用 ,由 
定理 12.6 知 ,对 应 于 3 重 特征 根 一 1 的 解 是 


HY =a(—D)"+cn(—1)"+cm(—D"; 
对 应 于 特征 根 2 的 解 是 : HY =a2 
所 以 递 推 关系 的 通 解 是 
H,= HV 十 万 2 =a(—1D)"+cn(—D"+om(—D)"+c2". 
下 面 只 要 再 把 ci ，cz ，cs，c: 确定 下 来 即 可 . 
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es。 


据 初 始 值得 到 以 下 方程 组 
cl 十 ce 一 1， 
一 所 一 宫 一 c 十 2c 一 0， 
cl 十 2c: 十 4c: 十 4ce 一 1， 
一 cl 一 3cz 一 9cs 十 8c 一 2， 


解 这 个 方程 组 得 


原 方程 的 解 是 : 


= 了 (1 一 工 (一 1) 十 2x2r 
HW 一 可 人 1) 3n D"+og X22. 


4.3” 常 系数 线性 非 齐 次 差分 方程 
定义 12 形 如 


H.—aH i —aHe = fu(n>k, a 0, fo 0) @ 

的 方程 称 为 常 系数 线性 非 齐 次 差分 方程 
常 系 数 线性 非 齐 次 方程 

H,—aH i ——aHe = fn(n>k, a 0, fn), 

它 的 通 解 是 齐 次 通 解 与 特 解 之 和 , 即 
五, = H+ H: 
其 中 H’(n) 是 递 推 关系 所 对 应 的 齐 次 差分 方程 
H,—aHei—“—aHrs=0 

的 通 解 . H; 是 差分 方程 @ 的 特 解 . 


(证 明 略 ) 
对 于 特 解 的 解法 ,一 般 说 来 , 当 f, 是 n 的 上 次 多 项 式 时 ,对 应 的 特 解 形式 为 
;一 Pi 十 Po 十 … 十 Pom 十 PH， 
其 中 Pl，P:,，…，Pin 为 待定 系数 . 
例 6 求 HH 十 5H, 十 6BH 二 3n? 的 特 解 . 
解 : 因为 f, 二 3 于. 假设 特 解 H; 二 Pim? 十 Pon 十 P;, 其 中 Pl， P,P; 为 待 
定 系数 . 把 H; 带 入 原 差 分 方程 得 


me @ 
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Piz2 十 Pi 十 Ps 十 5LP( 一 1 十 Ps(n 一 1) 十 Ps]+ 
6LP, (Cn 一 2)2 十 PC 一 2) 十 P] 一 3 


化 简 左 边 得 
12Pin? + (—34P1 十 12P)m 十 (29P, —17Ps 十 12P;) 一 3m2， 
比较 两 边 系数 有 
机 =3， 

—34P 十 12P。 一 0， 

29P, —17P; +12P, 一 0， 
从 而 解 得 

P= 二 , P: = 世 , P, = 回 . 

所 求 的 特 解 是 


ED 
H;: = a" +a4" + 288: 


例 7 求 瓦 ,一 瓦 - = 7n 的 特 解 . 
解 : 如 果 设 H; = 已 ?十 P:, 代入 原 差 分 方程 得 


(Pin 十 P:) 一 [Pi(n 一 1) 十 Ps] 一 7my 


*ee99 池 漆 叮当 滋 盎 | | 十 并 


化 简 得 P, = 7n. 

从 上 式 解 不 出 P 和 已 . 这 是 因为 当 原 递 推 关系 的 特征 根 是 1 时 ,如 果 所 设 的 
特 解 中 n 的 最 高 次 时 的 次 数 与 (mn) 的 次 数 一 样 ,代入 原 递 推 关 系 后 ,等 式 左边 的 n 
的 最 高 次 寡 就 会 消去 . 因此 等 式 左边 的 多 项 式 比 右边 的 多 项 式 的 次 数 低 . 为 此 ,在 
设 特 解 时 要 将 n 的 最 高 次 寡 提 高 ,并且 可 以 不 设 常数 项 . 这 里 设 


H; = Pin + Pan, 
代入 原 递 推 关系 得 
(Pim +P2n)—[P(n—1)’+P,(n—1)]= 7n, 


化 简 得 
2Pin+ Ps— Pi = 7n, 
解 得 P 二 P, 一 也 ,所 以 特 解 为 H; 二 也 n(n 十 1). 
值得 注意 的 是 ,一 般 地 说 , 当 f(n) 是 B" 的 形式 ,车 8 不 是 对 应 的 齐 次 递 推 关系 


© O00 pm 
"225 


的 特征 根 , 则 对 应 的 特 解 是 P8" ,其 中 P 为 待定 系数 ; 若 8 是 对 应 的 齐 次 递 推 关 系 
的 m 重 特征 根 , 则 对 应 的 特 解 是 Pz"8" ,其 中 了 为 待定 系数 . 
例 8 世界 末日 问题 
传说 在 印度 佛教 圣地 贝 拿 勒 斯 圣 庙 里 ,安放 着 一 个 黄 铜 板 , 板 上 搬 着 三 根 宝石 
针 (A、B、0) ,其 中 一 根 宝石 针 (A) 从 上 到 下 插 放 着 由 小 到 大 的 64 片 有 和 孔 的 金 片 ， 
恒 夜 都 有 一 个 值班 的 僧 但, 按 下 列 法 则 移动 金 片 :一 次 只 能 移动 一 片 ,小 片 永远 要 
放 在 大 片 的 上 面 . 问 多 少 天 后 能 把 这 64 片 金 片 移 完 ? 传说 当时 有 人 声称 : 当 64 片 
金 片 都 从 一 根 宝 石 针 上 取 下 , 移 到 另 一 根 宝 石 针 上 时 ,世界 就 将 在 一 声 韦 雳 声 中 毁 
灭 一 一 世界 末日 到 来 . 
分 析 : 这 个 传说 的 数学 问题 :64 片 金 片 从 一 根 宝石 针 上 移 至 另 一 根 宝石 针 上 
(如 从 宝石 针 A 移 到 B), 需 要 移动 多 少 次 ? 其 实 这 也 是 一 个 差分 问题 ,而 差分 问 
题 的 关键 是 如 何 建立 差分 方程 式 和 如 何 由 方程 式 及 初始 条 件 求 通 项 的 值 . 
解法 一 : 令 w 表示 移动 n 片 金 片 所 需 的 次 数 ,设计 移动 的 算法 : 先 把 n 一 1 片 
金 片 移 到 C 上 ,用 a 次 ,然后 把 最 大 的 金 片 移 到 B 上 ,最 后 再 用 a 次 把 C 上 的 
金 片 移 到 B 上 ,所 以 有 递 推 关系 : 
an = 2anl 二 1, 
a 一 1， 
这 是 一 个 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 式 , 它 的 特征 方程 为 x 一 2 = 0, 齐 次 的 解 为 
2". a(n) = og’. 
设 它 的 特 解 为 P, 代 入 原 递 推 关系 ,得 P 一 2P = 1, 所 以 特 解 是 一 1. 根据 前 面 
的 分 析 可 知 该 递 推 关系 的 通 解 为 HG(n) = H'() 十 H" 0， 即 w 一 <c2 一 1 代入 
初 值得 HC0) = 0, 得 c 一 1. 所 以 有 oaw 一 2 一 1 二 0. 把 64 代 人 上 式 得 au 一 
28 一 1, 即 需 要 约 2% 天 ,这 是 一 个 非常 大 的 数字 ,难怪 当时 的 人 们 要 说 那天 也 许 
就 是 世界 末日 . 
解法 二 : 我 们 已 知 怎样 求解 常 系数 线性 差分 方程 ,其 能 否 成 功 依赖 于 能 否 找 
到 特征 方程 的 根 . 一 旦 已 经 求 得 这 个 根 后 ,还 需要 求解 一 个 线性 方程 组 . 对 于 不 是 
常 系数 线性 齐 次 的 差分 方程 系 ,至 今 还 没 给 出 任何 一 种 普遍 适用 的 方法 . 下 面 我 们 
再 提供 一 个 求解 某 些 差分 方程 可 能 采用 的 方法 . 也 可 以 用 迭代 和 归纳 法 求解 . 
ww 一 2a 十 1 
=2(2a, :十 1) 十 1 
一 2?a。 :十 2 十 1 
一 ?as 十 2 十 2 十 1 
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$5 差分 方程 和 差分 方程 组 的 应 用 


差分 方程 模型 是 实际 应 用 中 常见 的 一 种 数学 模型 . 用 差分 方程 模型 解决 实际 
问题 如 同 别 的 数学 模型 一 样 ,大 致 需 经 过 三 个 步骤 : 

第 一 步 : 设 定好 实际 问题 中 的 未 知 函 数 ,按照 已 知 的 相关 领域 中 的 物理 力学 、 
化 学 生物、 经 济 等 学 科 的 规律 用 于 建立 相 邻 的 自 变量 值 (一 般 就 是 相 邻 时间 ) 的 未 
知 函 数 取 值 间 的 依赖 关系 ,建立 差分 方程 模型 . 

第 二 步 :对 上 述 建立 的 差分 方程 模型 , 若 能 直接 求解 的 , 则 求 出 其 解 , 若 不 能 直 
接 求解 的 或 直接 求解 比较 困难 的 , 则 用 定性 的 方法 讨论 其 解 的 变化 趋势 及 性 质 . 

第 三 步 :将 数学 讨论 得 到 的 结果 与 实际 情形 加 以 对 照 , 然 后 给 实际 问题 一 个 满 
意 的 答复 . 

例 9 一 阶 线性 差分 方程 的 应 用 一 一 减肥 模型 

用 ww,( 单 位 :千克 ) 来 表示 某 和 人 在 第 天 的 体重 (可 理解 为 第 n 天 的 脂肪 的 重 
量 ) ,假设 人 体 活动 消耗 掉 的 热量 与 体重 成 正比 , 记 为 Bo, (B > 0) ,假设 新 陈 代谢 
消耗 的 热量 和 体重 也 成 正比 , 记 为 Cew,(C > 0) ,假设 每 天 进食 热量 都 是 一 样 的 ,为 
常数 A, 并 且 已 知 完全 消耗 一 千克 脂肪 会 转化 为 约 D 二 10000 卡路里 的 热量 . 根据 
上 述 条 件 和 热量 守恒 定律 ,建立 体重 ww 和 它 的 差分 Arxw, 满足 的 差分 方程 . 

一 个 人 从 第 nn 天 到 第 十 1 天 ,体重 的 变化 为 Aw, = wn 一 w ,体内 热量 的 变 
化 为 DAtw, ,而 体内 热量 的 变化 为 进入 人 体 的 热量 减 去 消耗 的 热量 ,所 以 有 

Daw, = A— (B+ Ow,, 


这 样 ,我 们 就 得 到 了 用 差分 方程 来 描述 的 “减肥 ”的 数学 模型 . 
模型 的 解 : 
A 


整理 上 述 方程 为 : Aw, 一 全 一 8 小,, 记 a 二 名 ,6 二 8 击 5, 则 有 wn 
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a 


a 十 (1 一 tw, 此 差分 方程 的 通 解 为 ru 一 全 十 (1 一 (zw 一 全 ). 


模型 分 析 : 
1 随 着 时 间 的 增加 , 当 趋向 于 无 穷 大 时 , (1 一)" 趋向 于 0, 这 样 w, 趋 
二 要 它 称 
向 于 入 二 瑟 后, 我 们 把 它 称 为 理想 体重 . 
2. 从 理论 上 讲 , 当 人 的 体重 ww, > 公 时 ,要 想 达 到 理想 体重 就 需要 减肥 . 


3. 人 的 理想 体重 为 万 全 ,所 以 每 天 进食 的 热 且 A 越 少 ,每 天 消耗 的 热量 B 十 


es。 


C 越 多 ,体重 的 理想 值 就 越 小 ,而 且 通 过 控制 A 和 B, 可 以 使 人 的 体重 达到 任意 理 
想 的 值 . 

4. 不 进食 的 节食 减肥 法 是 很 危险 的 ,因为 若 A 二 0, 则 rw 趋向 于 0, 体重 都 
“没有 ”了 ，, 哪 还 能 活命 ? 

例 10 一 阶 线性 差分 方程 组 的 应 用 一 一 “兔子 一 狐狸 生态 模型 ” 

如 果 没 有 狐狸 ,假设 兔子 每 年 增长 10%, 但 是 ,狐狸 的 出 现 使 兔子 减少 ,假设 
兔子 减少 的 数量 和 狐狸 数量 成 正比 ,比例 系数 为 0. 15. 另 一 方面 ,在 没有 兔子 的 情 
况 下 ,假定 狐狸 数量 每 年 减少 15%, 但 是 兔子 的 出 现 使 狐狸 数量 增长 ,假设 狐狸 增 
加 的 数量 和 兔子 数量 成 正比 ,比例 系数 为 0. 1. 假设 现 有 兔子 数 10 个 ,狐狸 数 8 
个 , 问 若干 年 后 兔子 与 狐狸 的 数量 如 何 ? 

解 : 设 兔子 为 尺 , 狐 狸 为 下 ,建立 模型 ， 


| » = 1. 1R.1—0.15F., 
F, = 0.1R. 十 0.85F 1, 


">1m |- ( 


R, = 4(0. 95)" +6, 

向 和 人 二 4(0.95)" 十 4. 

例 11 某 出 租车 公司 在 A、B 两 城 各 设 有 一 营业 厅 ,A、B 两 城 营业 部 每 天 都 
有 10%, 12% 的 出 租车 被 租用 开 到 对 方 城市 并 留 在 对 方 城市 供 租用 , 设 c， 分 
别 表示 第 n 天 A、B 两 城 可 供出 租 的 汽车 数 , 试 建立 两 城 每 天 可 供出 租 汽车 数 的 
模型 . 出 租车 公司 关心 的 是 每 个 营业 部 每 天 都 至 少 要 保持 分 别 有 120 辆 汽车 供出 
租 ,如 果 一 开始 时 A、B 两 城 分 别 有 120、150 辆 汽车 供 租用 ,能 保持 吗 ? 

解 : 建立 模型 
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pe = 0. 9a, + 0. 12b, , 
pH = 0. la, 十 0. 88b,. 


在 初始 值 a。== 120, bo。 二 150 条 件 下 的 特 解 为 


和 一 一 27. 54(0.78)" 十 147. 54， 
b, = 27. 54(0. 78)" 十 122. 46. 


容易 看 出 , 当 一 开始 时 A、B 两 城 分 别 有 120、150 辆 汽车 供 租用 ,能 保持 两 城 营业 
部 每 天 都 至 少 分 别 有 120 辆 汽车 出 租 . 

这 个 方程 组 还 可 以 利用 矩阵 的 特征 根 与 特征 向 量 来 解 ,具体 可 参考 “矩阵 与 变 
换 ” 这 一 章 中 特征 根 与 特征 向 量 . 

例 12 设 现 有 一 笔记 万 元 的 商业 贷款 ,如 果 贷款 期 是 年 ,年 利率 是 ri, 今 采 
用 月 还 款 的 方式 逐 月 偿还 ,建立 数学 模型 计算 每 月 的 还 款 数 是 多 少 ? 
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分 析 与 解 : 在 整个 还 款 过 程 中 ,每 月 还 款 数 是 固定 的 ,而 待 还 款 数 是 变化 的 ， 
找 出 这 个 变量 的 变化 规律 是 解决 问题 的 关键 . 
设 贷款 后 第 个 月 后 的 欠 款 数 是 Ax 元 ,月 还 款 为 m 元 ,月 贷款 利息 为 7 二 
nn 
起 , 
模型 建立 :关于 离散 变量 A ,考虑 差分 关系 有 : 
Ait+rAs 一 Ar 十 my， 
即 
At = (1 十 ”mAk —m. (#) 
令 了 一 At 一 Ac, 则 
B 一 BC1 十 站 一 BC 十 门生 ， 


所 以 第 
A 一 Ao 十 Bi 十 Bi 十 … 十 瑟 二 

一 Au 十 Bi[1 十 1 十 六) 十 … 十 (1 十 六 章 

数 

一 Ao(1 十 7 一 严 [(1 十 六 一 本 色 

I 区 
有 一 0，1，2，…-. 分 
这 就 是 差分 方程 ( * ) 的 解 . 把 已 知 数据 Au, ~, 代入 Aiz 二 0 中 ,可 以 求 出 月 还 3 
款额 m. 例如 :A。 = 10000, r 兰 0.0052125, n= 二 2 时 ,可 以 求 出 m= 二 444.356 元 .? 


差分 方程 与 差分 方程 组 在 很 多 方面 都 有 应 用 ,除了 以 上 例子 之 外 ,还 有 动态 经 
济 系 统 的 蛛网 模型 .价格 与 库存 模型 .筹措 教育 经 费 模型 等 等 . 


本 章 思 考题 
1. 求 数列 1，3，6,，10,， 15, 21, … 的 通 项 公式 及 前 nn 项 和 . 
2. 解 一 阶 齐 次 线性 差分 方程 组 : 
人 = 47, — 2y,， 
yurl = 2zn。 
3. 求 如 下 一 阶 非 齐 次 线性 差分 方程 组 的 通 解 ,并 求 其 在 初 值 条 件 zo 一 10, yo 一 9 
下 的 特 解 . 


二 Zz 十 2y, 一 24， 
ynH 27 — 2Y» = 9. 
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(饮料 冷却 ) 饮 料 放 入 冰箱 ,并 定时 测量 其 温度 ,观察 发 现 , 当 饮料 的 温度 和 冰箱 
的 温度 之 差 大 的 时 候 , 饮 料 在 单位 时 间 中 的 温度 变化 较 大 ,而 当 饮料 的 温度 和 
冰箱 的 温度 之 差 小 的 时 候 ,饮料 在 单位 时 间 中 的 温度 变化 较 小 . 即 每 分 钟 温度 
的 变化 与 冰箱 温度 和 饮料 温度 的 差 成 正比 , 且 通 过 实验 知道 比例 系数 约 为 
0. 008. 冰箱 冷藏 室 的 温度 调节 在 5C, 一 锥 初始 温度 为 40C 的 饮料 放 入 冷藏 
室 , 问 经 过 多 长 时 间 才 能 达到 10C? 
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第 十 三 章 球面 几何 


我 们 生活 在 地 球 上 ,地 球 表面 十 分 接近 于 一 个 球面 . 因此 ,在 实际 生活 中 ,球面 
上 的 几何 (简称 球面 几何 ?知识 有 着 广泛 的 实际 应 用 . 例如 ,天 体 测 量 ,航空 .卫星 定 
位 等 方面 均 需 利用 球面 几何 的 知识 . 在 理论 上 ,球面 几何 是 一 个 与 欧 氏 平面 几何 不 
同 的 几何 模型 ,是 一 个 重要 非 欧 几何 的 数学 模型 ,球面 几何 在 几何 学 的 理论 研究 方 
面 ,具有 特殊 的 作用 . 

本 章 介绍 球面 几何 的 一 些 基本 知识 及 其 在 实际 中 的 一 些 应 用 ,通过 比较 球面 
几何 和 欧 氏 平面 几何 的 差异 和 联系 ,让 学 生 感受 学 习 球面 几何 的 乐趣 . 


8$1 概 述 
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1.1 什么 是 球面 几何 


几何 学 是 研究 外 部 物质 世界 空间 关系 的 科学 ,其 含义 在 不 同时 期 都 不 同 . 在 欧 
几 里 得 看 来 ,几何 学 是 由 一 组 从 公理 引出 的 逻辑 推理 系统 . 在 克 莱 因 看 来 ,几何 学 
是 研究 在 变化 群 下 图 形 的 不 变性 与 不 变量 的 科学 . 在 此 我 们 只 从 数学 教育 的 角度 
给 球面 几何 作 以 下 描述 :球面 几何 是 研究 球面 上 图 形 的 形状 、 大 小 与 位 置 关系 的 科 
学 . 显然 ,这 个 描述 是 类 比 平面 几何 的 含义 得 到 的 . 类 比 是 学 习 、 研 究 球面 几何 的 一 
个 重要 方法 ,后 面 还 要 专门 谈 到 . 


1.2 球面 几何 的 研究 内 容 


我 们 知道 ,整个 平面 几何 是 在 距离 和 角度 的 基础 上 展开 的 ,三 角形 是 欧 氏 平面 
上 的 基本 图 形 , 从 某 种 意义 上 讲 , 平 面 几何 学 就 是 关于 三 角形 的 几何 学 ,平面 几何 
学 的 核心 问题 是 关于 三 角形 的 研究 . 由 平面 几何 的 研究 我 们 可 以 得 到 启示 ,从 定性 
角度 讲 球面 几何 要 研究 点 与 线 、 位 置 与 方向 、 三 角形 与 多 边 形 等 ;从 定量 角度 讲 球 
面 几何 要 研究 距离 与 角度 、 周 长 .面积 ,尤其 是 要 研究 如 何 解 球面 三 角形 . 和 平面 几 
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何 一 样 , 球 面 几何 的 核心 问题 是 关于 球面 三 角形 的 研究 . 


1.3 球面 几何 的 历史 背景 


人 们 研究 球面 几何 历史 悠久 ,早期 的 球面 几何 是 古代 人 类 探究 天 文 现 象 的 产 
物 . 在 古代 天 文学 的 研究 中 ,观察 星星 的 方向 可 以 用 单位 球面 上 的 点 来 标记 ,而 两 
个 方向 之 间 的 角度 (方向 差 ) 则 对 应 于 球面 上 两 点 之 间 的 距离 . 这 也 就 是 为 什么 古 
希腊 天 文学 和 几何 学 总 是 合 为 一 体 的 . 

或 许 是 宇宙 奥秘 对 好 奇 心 的 驱使 ,或 许 是 历法 推算 等 实践 活动 的 需要 , 古 希 腊 
人 对 量 天 比 对 测 地 更 感 兴趣 ,所 以 古 希 腊 几 何 学 家 对 球面 三 角 的 投入 程度 远 远 超 
过 他 们 对 平面 测量 的 兴趣 ,这 也 说 明了 球面 三 角 的 研究 先 于 平面 三 角 . 

随 着 社会 的 发 展 以 及 科学 技术 的 突飞猛进 ,球面 几何 得 到 更 加 深入 的 研究 . 万 
其 是 非 欧 几何 的 发 现 ,对 球面 几何 的 理论 认识 更 加 深刻 . 下 面 我 们 列举 一 些 早 期 历 
史上 对 球面 几何 研究 作出 贡献 的 人 物 . 

欧 几 里 得 的 《现象 学 ?中 有 球面 几何 的 18 个 命题 ,其 中 许多 定理 是 用 来 探究 恒 
星 运动 的 . 

西 帕克 斯 ( 约 公 元 前 180 一 公元 前 125) 是 最 著名 的 天 文学 家 ,被 称 为 三 角 学 之 
父 . 他 最 早 编制 过 弦 表 ,但 著作 失传 . 

梅内 劳 斯 (Menelaus, 约 公元 前 1 世纪 ) 的 著作 (球面 学 ) 是 球面 三 角 的 开山 
之 作 . 

托 勒 密 ( 约 100 一 170) 的 (大成) 是 三 角 学 最 早 的 系统 性 论著 , 书 中 给 出 了 许多 
球面 三 角 定理 ,用 以 解决 特定 的 天 文学 问题 . 

哥 白 尼 (Nicolaus Copernicus, 1473 一 1543) 的 《天 体 运行 论 ) 第 一 卷 第 十 四 章 
是 专门 写 球面 几何 的 . 


1.4 球面 几何 的 类 属 

几何 学 的 分 类 牵涉 到 高 深 的 理论 ,在 此 只 想 说 明 一 下 球面 几何 属于 欧 氏 几何 、 
罗氏 几何 和 黎 曼 几 何 中 的 哪 一 种 ,并 介绍 一 下 罗氏 几何 的 三 大 模型 . 我 们 先 来 回顾 
一 下 《几何 原本 》 的 五 个 公设 ， 


ee@@ 怀 涟 并 当 下 才 沿 当权 


1.4.1 欧 氏 儿 何 

几何 原本 的 五 个 公设 : 

(1) 任 两 点 决定 一 条 直线 ; 

(2) 一 有 限 线段 可 以 无 限 延 长 ; 

(3) 存在 以 任意 点 为 中 心 任意 长 为 半径 的 圆 ; 
(4) 凡 直 角 都 相等 ; 
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(5) 平面 上 两 直线 被 一 直线 所 截 , 若 截 线 一 侧 的 内 角 之 和 小 于 r, 则 此 两 直线 
必 相 交 于 截 线 的 这 一 侧 . 

欧 几 里 得 沿袭 了 逻辑 学 创始 人 亚 里 士 多 德 关于 公设 与 公理 的 区 别 : 公 理 是 适 
用 于 一 切 科学 的 真理 ,而 公设 则 是 某 一 门 科学 特有 的 原理 . 后 来 公设 与 公理 不 再 区 
分 ,因此 第 五 公设 又 称 为 第 五 公理 . 

从 欧 氏 几何 诞生 到 公元 1800 年 的 两 千 多 年 时 间 里 ,数学 家 始终 对 第 五 公设 耿 
耿 于 怀 , 欧 氏 几何 所 用 的 公设 应 该 是 不 证 自明 的 真理 ,形式 上 应 该 是 最 简洁 的 . 而 
事实 并 非 如 此 ,第 五 公设 在 形式 上 远 比 其 他 四 个 公设 复杂 , 它 更 像 一 个 待 证 的 
定理 . 


1.4.2 非 欧 几何 的 含义 

非 欧 几 何 这 一 名 称 有 狭义 ,广义 ,通常 意义 之 分 . 狭义 的 非 欧 几 何 是 仅 指 罗 巴 
切 夫 斯 基 几 何 . 广义 的 非 欧 几何 是 指 不 是 欧 氏 几何 的 几何 都 称 作 非 欧 几何 . 通常 意 
义 的 非 欧 几何 就 是 指 罗 氏 几 何 和 黎 曼 几何 这 两 种 几何 . 球面 上 的 几何 是 黎 曼 几何 ， 


球面 几何 不 是 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ,球面 几何 又 称 为 黎 曼 非 欧 几何 . F 
章 

1.4.3 罗氏 几何 及 其 实现 的 模型 球 

(1) 罗氏 几何 的 公设 :满足 欧 氏 几何 的 前 四 个 公设 而 不 满足 第 五 公设 . 罗氏 几 面 
何 的 第 五 个 公设 是 过 已 知 直线 外 一 点 至 少 可 以 作 两 条 直线 和 已 知 直线 平行 . 地 

(2) 非 欧 几 何 模型 :如 果 存 在 某 个 特殊 的 “平面 ,在 这 个 “平面 ?上 可 以 把 曲 9 
线 叫 作 “直线 ”, 此 时 , 非 欧 平行 公理 是 成 立 的 . 那么 这 个 “平面 "可 作为 非 欧 几何 
模型 . 

(3) 罗氏 几何 的 实现 有 三 大 模型 : 庞 加 莱 模 型 、 克 莱 因 模型 和 双 曲 半 平 面 
模型 . 

(4) 庞 加 莱 模 型 : 

Q@ 双 曲 平面 : 圆 K 内 的 点 组 成 的 集合 ,其 中 , 圆 K 上 的 点 是 无 穷 远 点 ,不 是 罗 
氏 系 统 的 几何 元 素 . 

@ 双 曲 平面 上 的 直线 包括 过 圆心 K 的 直线 和 与 圆 K 垂直 相交 的 圆 在 圆 内 的 
圆 弧 . 这 里 两 圆 垂 直 相 交 是 指 相交 两 圆 在 交点 处 的 切线 垂直 . 

满足 上 述 和 @ 的 双 曲 平面 称 为 庞 加 莱 模 型 

1.4.4 黎 曼 几何 

把 欧 氏 几何 的 公设 1、2 和 5 作 如 下 修改 就 得 到 黎 曼 几何 的 五 个 公设 . 

公设 1 两 个 不 同 的 点 至 少 确定 一 条 直线 ; 

公设 2 ”直线 无 界 但 有 限 ; 

ee 


公设 3 存在 以 任意 点 为 中 心 任意 长 为 半径 的 圆 ; 

公设 4 凡 直 角 都 相等 ; 

公设 5 平面 上 任何 两 条 直线 都 相交 . 

黎 曼 几何 的 五 个 公设 在 球面 上 都 能 实现 ,球面 几何 是 黎 曼 几 何 实现 的 模型 . 


Ey 


1.5.1 学 科 方 法 

从 方法 论 的 角度 看 ,球面 几何 的 研究 方法 有 以 下 几 种 . 

(1) 实验 方法 :用 观察 分 析 、 实 验 , 归 纳 去 发 现 总 结 球面 几何 的 性 质 . 

(2) 综合 方法 :用 演绎 方法 整合 新 知 ,对 球面 几何 进行 系统 化 分 析 , 即 只 依据 
基本 的 逻辑 原理 ,从 基本 事实 出 发 通过 演绎 推理 建立 起 球面 几何 体系 . 

(3) 坐标 方法 :建立 坐标 系 ,把 几何 结构 代数 化 ,借助 代数 研究 球面 几何 . 

(4) 向 量 方法 :用 向 量 代数 为 工具 ,对 球面 几何 元 素 及 其 关系 进行 研究 . 其 优 
点 是 把 不 变量 理论 用 于 向 量 运算 之 中 . 

(5) 分 析 方法 :用 微 积分 为 工具 ,对 球面 几何 元 素 及 其 关系 进行 研究 . 

例如 ， 球 面 上 连结 两 点 的 所 有 曲线 之 长 以 球面 距离 为 最 短 " 这 一 性 质 可 以 用 
多 面 角 知识 借助 综合 方法 证 明 , 也 可 以 用 微 积分 中 导数 证 明 , 还 可 以 用 微分 几何 中 
的 测 地 线 原理 证 明 ; 再 如 球面 上 的 正弦 定理 和 余弦 定理 可 以 用 多 面 角 知 识 借助 综 
合 方 法 证 明 ,也 可 以 用 向 量 代数 中 的 向 量 的 叉 积 知识 证 明 . 

这 里 选用 的 方法 主要 是 综合 几何 方法 ,适当 兼顾 其 他 方法 . 
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1.5.2 教学 方法 

选择 教学 方法 至 少 要 考虑 三 点 , 即 学 科 特 点 ,学 生 素质 以 及 教学 条 件 . 

(1) 从 合 情 推 理 到 逻辑 推理 . 在 有 了 较为 丰富 的 空间 经 验 、 较 好 的 平面 几何 和 
立体 几何 理论 知识 上 ,在 教学 中 可 类 比 平面 几何 中 的 有 关内 容 , 猜 想 球面 几何 的 相 
关 结 论 , 然 后 再 推理 论证 . 

(2) 从 几何 直观 到 空间 想象 . 较 强 的 空间 想象 是 本 节 内 容 追 求 的 目标 之 一 ,也 
是 教学 的 一 个 难点 ,为 此 ,可 从 培养 几何 直观 能 力 入 手 ,循序 渐进 地 提升 空间 想象 
能 力 . 观察 模型 动手 实验 、 利 用 信息 技术 等 都 对 教学 效果 的 提高 大 有 神 益 . 

(3) 从 实践 中 来 到 实践 中 去 . 球面 几何 知识 与 人 类 的 生产 、 生 活 密 切 相 关 , 有 很 
大 的 实用 价值 ,在 教学 中 可 借助 实际 例子 提出 问题 ,说 明 概念 的 产生 ;不 仅 如 此 ,通过 
实际 应 用 又 能 使 学 生 切实 体验 和 感受 到 球面 几何 的 实际 应 用 价值 ,可 谓 一 箭 双 雕 . 


1.5.3 学 习 方 法 
(1) 类 比 推广 是 这 里 重要 的 思想 方法 ,在 每 一 学 习 阶段 都 要 注意 球面 几何 的 
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哪些 性 质 可 以 看 做 是 圆 的 性 质 的 推广 ,哪些 性 质 又 是 球面 几何 特有 的 ,注意 平面 几 
何 与 球面 几何 哪些 性 质 是 类 似 的 ,哪些 性 质 又 是 不 同 的 . 

(2) 化 归 转 化 是 普遍 实用 的 方法 ,对 球面 几何 的 学 习 当然 也 不 例外 . 如 球面 角 
转化 为 二 面 角 、 二 面 角 再 转化 为 平面 角 ,球面 三 角形 边 角 关 系 的 研究 可 转化 为 对 三 
面 角 边 角 关系 的 研究 . 通过 化 归 转 化 把 球面 几何 问题 转化 为 欧 氏 几何 问题 . 

(3) 由 直观 起 步 培养 空间 想象 能 力 . 球面 几何 的 学 习 需 要 一 定 的 空间 想象 能 
力 ,我 们 可 以 借助 见 到 的 或 想到 的 实物 形状 .几何 图 形 来 直接 感知 ,再 想象 描述 数 
学 问题 ,从 而 逐步 探索 出 解决 问题 的 思路 . 


$2 预备 知识 


学 习 球面 几何 , 它 需 要 具备 必要 的 平面 几何 知识 和 立体 几何 知识 ,其 中 立体 几 
何 中 的 三 面 角 知 识 在 研究 球面 三 角形 中 用 处 较 大 ,利用 它 可 以 把 球面 三 角形 中 的 
边 长 . 夹 角 、 全 等 等 问题 化 归 为 欧 氏 几 何 中 的 三 角形 问题 . 遗憾 的 是 现行 高 中 立体 
几何 课程 中 没有 三 面 角 知 识 ,在 此 作 简单 的 介绍 ,详细 的 知识 可 参见 初等 几何 方面 
的 书籍 . 

定义 1354 从 一 点 S 顺 次 引出 不 共 面 的 三 条 射线 SA，SB，SC 以 及 相 邻 两 
条 射线 所 成 角 的 内 部 成 的 图 形 叫 三 面 角 . 

三 面 角 的 性 质 : 

(1) 三 面 角 的 任何 一 个 面 角 小 于 其 他 两 个 面 角 之 和 ,而 大 于 其 他 两 个 面 角 
之 差 , 

(2) 三 面 角 的 三 个 面 角 之 和 小 于 2r. 

(3) 三 面 角 的 三 个 二 面 角 之 和 小 于 3x 且 大 于 x. 

(4) 三 面 角 中 ,车 两 个 面 角 相等 , 则 它们 所 对 的 二 面 角 也 相等 ,反之 也 成 立 ; 若 
三 个 面 角 相等 , 则 三 个 二 面 角 也 相等 ,反之 也 成 立 . 

(5) 三 面 角 中 ,车 两 个 二 面 角 不 相等 , 则 所 对 两 个 面 角 也 不 相等 , 且 大 二 面 角 
所 对 的 面 角 较 大 ,反之 也 成 立 . 

定义 43 有 ”三 面 角 的 全 等 

(1) 如 果 一 个 三 面 角 的 三 个 面 角 与 男 一 个 三 面 角 的 三 个 面 角 分 别 对 应 相等 ， 
那么 这 两 个 三 面 角 全 等 . 

(2) 如 果 一 个 三 面 角 的 两 个 面 角 及 其 所 夹 的 二 面 角 与 男 一 个 三 面 角 的 两 个 对 
应 面 角 及 其 所 夹 的 二 面 角 分 别 对 应 相等 ,那么 这 两 个 三 面 角 全 等 . 

(3) 如 果 一 个 三 面 角 的 两 个 二 面 角 及 其 公共 面 角 与 另 一 个 三 面 角 的 两 个 二 面 
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角 及 其 公共 面 角 分 别 对 应 相等 ,那么 这 两 个 三 面 角 全 等 . 


$3 球面 几何 的 基础 知识 


3.1 球面 

3.1.1 球面 的 含义 

定义 819 生 ”空间 内 到 一 个 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 集合 叫 球面 ,半径 为 1 
的 球面 叫 单位 球面 . 

后 面 我 们 将 研究 单位 球面 上 图 形 的 性 质 和 度量 ,因为 半径 为 R 的 球面 三 角形 的 
性 质 以 及 有 关 长 度 、 角 度 、 面 积 等 的 公式 都 可 以 从 单位 球面 上 三 角形 的 相应 公式 得 出 ， 


具体 的 做 法 是 角度 不 变 ,长 度 乘 以 去 ,面积 乘 以 R*. 例如 ,单位 球面 三 角形 ABC 的 面 


积 为 (4 十 B 十 C 一 x) ,而 相应 的 半径 为 R 的 球面 三 角形 的 面积 为 (A 十 B 十 C 一 zn)R?. 

计 议 了 喇 贱 ”过 球 心 的 直线 与 球面 交 于 A, B 两 点 , 称 A, B 为 一 对 对 径 点 , 线 
段 AB 叫 直径 .球面 与 平面 的 区 别 : 

平面 :开放 无 界 , 平 直 . 

球面 :封闭 有 界 ,弯曲 . 

号 1 蚁 ”过 球 心 的 平面 与 球面 相交 所 得 的 圆 叫 大 圆 . 不 过 球 心 的 平面 与 
球面 相交 所 得 的 圆 叫 小 圆 . 
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3.1.2 球面 性 质 

(1) 轴 对 称 

1) 含义 : 设 C 是 球面 上 的 大 圆 ,P 是 球面 上 任 一 点 ,过 已 作 一 个 与 C 垂直 的 
大 圆 C", 垂 足 为 T, 在 C 上 取 一 点 已 ,使 得 P' 与 P 在 C 的 两 侧 , 且 d(T, P') = 
a(T，P), 称 P 和 P' 关 于 C 轴 对 称 . 

2) 性 质 :在 球面 上 , 若 P 和 P“,Q 和 Q' 都 关于 大 圆 C 对 称 , 则 d(P, Q) = 
dl(P', Q). 

(2) 中 心 对 称 

球面 关于 球 心中 心 对 称 . 


3.1.3 直线 ,平面 与 球面 的 位 置 关系 
直线 和 球面 的 位 置 关 系 有 三 种 :相交 、 相 切 、 相 离 . 
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球面 上 的 圆 寡 定 理 

(1) 切割 线 定理 : PA: = PB .PC. 

2) 相交 弦 定 理 : PA. PB = PC . PD. 

平面 与 球面 的 位 置 关 系 有 三 种 :相交 、 相 切 、 相 离 . 


3.1.4 极 与 赤道 
可 886 在 球面 上 任 取 一 点 A, 过 球 心 O 且 垂直 与 半径 OA 的 平面 截 球面 
得 到 大 加 La, 称 A 为 极点 ,简称 极 ,LA 称 为 极点 在 球面 上 A 的 赤道 圆 ,简称 赤道 . 


证 和 员 ”通过 A，B 两 点 的 大 圆 上 劣 弧 AB 的 长 度 , 叫 球面 上 A、B 两 点 的 
球面 距离 , 记 为 4d(A, B). 

球面 距离 的 性 质 

性 质 1 在 球面 上 连结 两 点 的 所 有 曲线 之 长 以 球面 距离 为 最 短 . 

证 明 : 过 A、B 两 点 作 任意 曲线 ACD … GB, 于 是 得 到 无 穷 个 无 穷 小 的 弧 


由 于 这 些 弧 非常 小 ,我 们 可 以 把 它们 看 作 是 大 圆 弧 . 章 
把 A, C, D, …, G, B 各 点 与 球 心 O 连结 起 来 ,得 到 多 面 角 O-ACD … GB.， 球 
“. LAOB < LAOC+ LOOD 十 … 十 AGOB， a 
之 能 十 名 十 尺 二 的; 何 
~ bd 
即 AB 小 于 曲线 弧 . 日 
性 质 2 ”球面 上 两 点 A、B 球面 距离 4(A，B) 等 于 它们 的 对 径 点 A 、B' 的 球 人 
面 距离 d(A’, B”). 
证 明 略 . 


3.2 球面 上 的 基本 图 形 
3.2.1 球面 上 的 直线 
歼 交 外 。 球面 上 的 大 圆 称 为 球面 上 的 直线 . 
这 和 我 们 已 经 知道 的 平面 上 的 直线 有 何 区 别 ? 我 们 将 通过 表 1 进行 对 比 . 
表 1 平面 上 的 直线 与 球面 上 的 直线 对 比 表 
平面 上 的 直线 球面 上 的 直线 
无 端点 ,不 封闭 无 端点 ,封闭 


若 两 点 是 对 径 点 ,可 作 无 数 条 直线 ; 若 两 点 不 
是 对 径 点 ,可 作 唯 一 条 直线 


过 不 同 两 点 可 作 唯 一 的 直线 
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平面 上 的 直线 球面 上 的 直线 


任意 两 条 直线 相交 或 平行 任意 两 条 直线 必 相交 
过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 条 直线 与 已 知 直 | 过 直线 外 一 点 ,没有 任何 一 条 直线 和 已 知 直 
线 平行 平行 
定 又 989。 如 果 球面 上 一 条 直线 Li (大 圆 ) 过 另 一 条 直线 L, (大 圆 ) 的 极 , 称 
LilL;. 
3.2.2 球面 角 


诡 沪 Wi 部 过 球面 上 任意 一 点 A 作 两 条 大 圆 弧 AB，AC, 它们 构成 的 图 形 
叫 球 面 角 , 记 为 和 BAC. 
球面 角 的 度量 是 用 二 面 角 来 度量 的 . 


垂直 的 另 一 种 定义 :两 个 大 圆 相交 形成 的 球面 角 为 于 时 ,就 说 两 个 大 圆 垂直 ， 


即 两 条 直线 垂直 . 

荆 S 3 员 和 球面 角 BAC 的 两 边 AB，AC 延长 后 相交 于 对 径 点 A’ 所 组 成 
的 图 形 ABA'C 称 为 球面 二 角形 (月 形 ). 

球面 二 角形 的 面积 : S 一 2R?. 

厢 六 3 A, B,C 是 球面 上 不 在 同一 大 圆 上 的 三 点 , 且 两 两 不 是 对 径 点 ， 


把 三 条 大 圆 劣 弧 AB，BC，CA 顺 次 相连 结构 成 的 封闭 图 形 称 为 球面 三 角形 . 

和 平面 上 一 样 ,对 球面 的 研究 都 集中 到 了 对 球面 三 角形 的 研究 ,涉及 的 问题 也 
是 边 角 关 系 .面积 .全 等 与 相似 \ 解 球面 三 角形 等 .利用 下 述 三 个 重要 关系 , 即 通过 
三 面 角 的 中 介 关系 就 能 把 球面 上 的 三 角形 问题 转化 为 欧 氏 平面 上 的 三 角形 问题 . 

三 面 角 与 球面 三 角形 的 关系 : 

(1) 分 别 连结 球 心 O 与 球面 三 角形 ABC 的 三 个 顶点 A，B, C 就 得 到 一 个 三 
面 角 O -ABC. 

(2) 单位 球面 三 角形 的 边 长 由 三 面 角 的 面 角 唯一 确定 . 

(3) 单位 球面 三 角形 的 内 角 由 三 面 角 的 二 面 角 唯一 确定 . 


ee@@ 怀 连 措 当 下 才 沿 当时 


3.2.3 ” 球 极 三 角形 
证 和 球面 AABC, 边 BC 所 在 大 圆 对 应 的 极点 为 A',， A”, 边 AC 所 在 
大 圆 对 应 的 极点 为 B，B”, 边 AB 所 在 大 圆 对 应 的 极点 为 C'，C”, 且 A 与 4A, B 
与 B'，C 与 C' 在 同一 个 半球 内 , 称 AA'B'C' 为 AABC 的 极 对 称 三 角形 ,简称 球 极 
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三 角形 . 

球 极 三 角形 性 质 : 若 人 ABC 与 AA'B'C' 互 为 极 对 称 三 角形 , 且 它们 的 内 角 和 边 长 
分 别 为 ZA, 一 B, 一 C, ay b,c, 和 AA’, 人 B,C,a,V,d, 则 a = x 一 人 人 A， 
b = B, c 一 r Ca 一 r 一 AAA' ,0 一 B,c=x © 

证 明 : 延长 三 角形 ABC 的 边 AC 和 AB 交 B'C' 于 DD, 两 点 ， 


a =BE+CD— DE. O 
… A 的 极 线 是 a ， 
人 AOD = 到, LAOE 一 到， 
“ZA = ZDOE. 
又 LDOE = bE, :. 
ZA= DE. @ 
又 了 8' 的 极 线 是 AC，.… 和 
下 三 冯 . @ 千 
ee | 球 
同 理 CD 一 子 . 图 
把 @、@、@ 代 入 OO, 得 o = 一 一 4. 人 
同 理 可 证 其 余 式 也 成 立 . 上 
. 
二 


3.2.4 球面 三 角形 研究 

边 角 关 系 

(1) 球面 三 角形 中 ,两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,两 边 之 差 小 于 第 三 边 . 

(2) 球面 三 角形 中 ,等 角 对 等 边 ,等 边 对 等 角 , 大 角 对 大 边 ,大 边 对 大 角 . 
球面 三 角形 的 面积 

(1) 探究 : 

@ 用 切 西瓜 的 方法 把 单位 球面 平均 分 为 8 个 全 等 的 三 角形 ,显然 每 个 三 角形 


的 面积 为 二 X4Xx 一 要, 记 其 中 一 个 三 角形 为 AABC, 因 为 AABC 的 三 边 两 两 


垂直 ,所 以 其 内 角 为 弛 ,于 是 人 ABC 的 面积 为 于 一 二 十 至 十 到 一 一 人 十 了 + 


C 一 x, 其 中 A, B, C 为 AABC 的 三 个 内 角 . 可 见 , 此 时 球面 三 角形 的 面积 等 于 它 
的 三 个 内 角 和 减 去 r. 


@ 再 过 北极 切 两 刀 ,使 过 北极 的 每 一 个 角 都 是 于 ,这 样 就 把 单位 球面 平均 分 
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为 12 个 全 等 的 三 角形 ,显然 每 个 三 角形 的 面积 都 为 至 ,于 是 有 皇 一 至 十 于 十 于 


x 二 A 十 B 十 C 一 x. 可 见 ,此 时 又 有 球面 三 角形 的 面积 等 于 它 的 三 个 内 角 和 减 去 x. 
(2) 猜想 : 
一 般 情况 下 ,球面 三 角形 的 面积 等 于 它 的 三 个 内 角 和 了 减 去 x. 
(3) 证 明 : 因为 
S(ABC) 十 SCA'BC) + S(ABC’) 十 SCA'BC') = 2x, 
[se 十 SCA'BC) = 2A, 


S(ABC) + S(AB'C) = 2B, 
S(ABC) + S(ABC’) = 2C, 


所 以 
2S(ABC) = 2(A 十 B 十 C) 一 2r， 
所 以 
S(ABC) = A+B+C—x. 


球面 三 角形 的 内 角 和 

(1) 球面 三 角形 的 内 角 和 大 于 x. 

(2) 问题 :球面 三 角形 内 角 和 是 不 是 任意 大 ? 

球面 三 角形 全 等 

(1) 全 等 的 定义 :在 同一 球面 或 等 球面 上 ,两 个 球面 三 角形 的 对 应 边 和 对 应 角 
分 别 相等 , 则 称 这 两 个 球面 三 角形 全 等 . 

(2) 性 质 :在 同一 个 球面 上 ,对 称 的 两 个 球面 三 角形 全 等 . 

(3) 判定 定理 :SSS、SAS、ASA、AAA. 

(4) 与 平面 几何 对 比 :在 同一 个 球面 上 不 存在 相似 三 角形 ,或 者 说 “相似 "三角 


98@@@ 长 涟 准 才 下 才 沿 汉 对 


形 必 全 等 . 
3.2.5 解 球面 三 角形 
(1) 边 的 余弦 定理 
cos a = cos bcos c 十 sin bsin ccosA， 
cosb = cos ccosa 十 sin csin acos B, 
cos c = cos acos 十 sin asin bcos C. 
(2) 角 的 余弦 定理 


cos A =— cos Bcos C 十 sin Bsin Ccos a， 
cos 卫 一 一 cos CcosA 十 sin Csin Acosb, 
cos C 一 一 cos Acos 了 十 sin Asin Bcos c. 


Dm P77 


(3) 正弦 定理 


§4 


平面 几何 与 球面 几何 的 区 别 与 联系 


4.1 平面 几何 与 球面 几何 的 区 别 
我 们 对 平面 几何 与 球面 几何 的 区 别 进行 了 整理 ,其 结果 见 表 2. 
表 2 平面 几何 与 球面 几何 的 区 别 


平面 几何 球面 几何 
过 两 点 间 有 唯一 一 条 直线 | 过 两 个 非 对 径 点 有 唯一 一 条 直线 (大 加 
直线 可 以 无 限 延伸 大 贺 是 封闭 的 .有限 的 
_ 两 个 大 圆 在 交点 处 切线 的 交角 ( 即 两 个 
多 的 言 之 两 证 吉 的 交角 大 加 所 在 平面 的 二 面 角 的 平面 角 ) 
两 点 间距 离 含义 | 连结 它们 的 直线 段 长 度 。 ”| 过 两 点 的 大 圆 中 的 劣 弧 弧 长 
三 角形 内 角 和 等 于 180” 大 于 180" 
SCAABC) = A+B+C—x 
三 角形 面积 底 边 长 乘 高 线 长 的 一 半 。 “| 其 中 A，B，C 为 单位 球面 上 三 角形 的 三 
个 内 角 ( 弧 度 制 ) 
合同 性 (全 等 条 件 ) | SSS, SAS, ASA SSS, SAS, ASA, AAA 
相似 性 存在 不 全 等 的 相似 三 角形 | 同 球面 或 等 球面 上 没有 相似 三 角形 
过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 本 
平行 性 pn 过 直线 外 一 点 没有 直线 与 之 平行 
勾 股 定理 @ 一 天 十 性 cosa = cos bcosc 
cosa = cos bcos c 十 sin bsin ccos A 
C=a+P—2abcosC cosb = cos ccosa 十 sincsinacos B 
PF=e+a—2acosB cosc = cosacosb+ sinasin bcos C 
余 引 定 理 az = 二 +c—2bccos A Cos A =— cos Beos C+ sin Bsin Ccosa 
cos B =— cos Ccos A 十 sin Csin Acosb 
cosC=—cosAcosB+ sinAsin Becosc 
inA _ sinB _ sinC inA _ sinB _ sinC 
正 总 定理 es a 


-一 
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4.2 平面 几何 与 球面 几何 的 联系 


(1) 联系 的 表现 :二 者 都 具有 以 下 性 质 : 
1) 直线 :都 是 两 点 间 最 短路 径 . 
2) 三 角形 全 等 的 条 件 :SSS, SAS, ASA. 
3) 边 的 关系 :大 边 对 大 角 , 大 角 对 大 边 . 
两 边 之 和 大 于 第 三 边 . 
两 边 之 差 小 于 第 三 边 . 
(2) 联系 的 原因 :人 类 生活 在 地 球 这 样 半 径 极 大 的 球面 上 ,可 以 认为 局 部 区 域 
与 平面 区 域 差不多 ,而 平面 几何 正 是 人 类 在 这 种 对 局 部 球面 几何 认识 基础 上 发 展 
起 来 的 几何 学 . 
例如 , 当 半径 尺 趋 近 于 十 cc 时 ,球面 三 角形 AABC 的 面积 S 一 定 是 A 十 B 十 


C 一 zx 一 总 趋向 于 零 , 即 三 角形 内 角 和 A 十 B 十 C 趋向 于 天 


同样 , 当 半径 尺 趋 近 于 十 cc 时 ,球面 三 角形 中 的 余弦 定理 和 正弦 定理 就 转化 
为 平面 三 角形 中 的 余弦 定理 和 正弦 定理 . 


$5 欧 拉 公式 与 闭 曲面 的 分 类 


使 用 变换 对 几何 图 形 进 行 分 类 ,是 几何 学 的 重要 内 容 , 揭 示 在 不 同 变换 下 几何 
图 形 的 不 变性 质 或 不 变量 是 研究 这 类 问题 的 基本 思想 方法 . 这 里 我 们 主要 讨论 欧 
拉 公式 和 欧 拉 示 性 数 等 重要 的 拓扑 不 变量 ,并 利用 它们 对 曲线 .曲面 进行 分 类 . 

5.1 欧 拉 公 式 

1750 年 , 欧 拉 在 给 哥 德 巴赫 的 一 封 信 中 ,列举 了 多 面体 的 一 些 性 质 ,其 中 ,有 
一 条 是 : 如 果 用 V, E 和 下 分 别 表 示 闭 的 凸 面体 的 顶点 数 、 棱 数 和 面 数 , 则 有 Y 一 
EE 十 F == 2. 后 人 称 为 欧 拉 定理 . 

欧 拉 在 这 封 信 后 的 第 二 年 给 出 了 一 个 证 明 , 这 个 证 明 现 在 不 得 而 知 ,不 过 这 里 
可 以 给 出 几 个 后 人 的 证 明 . 


5.2 证 明 方法 一 一 拓扑 


欧 拉 定理 的 几 个 证 明 都 与 拓扑 变换 有 关 , 而 欧 拉 对 拓扑 学 的 研究 也 具有 当时 
的 世界 一 流水 平 . 最 著名 的 例子 是 欧 拉 在 1735 年 用 简化 的 表示 法 解决 了 著名 的 哥 
尼斯 堡 七 桥 游戏 问题 :如 图 1 所 示 的 是 流 经 如 尼斯 堡 的 普 雷 格 尔 河 某 个 河 湾 处 的 
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地 图 ,有 七 座 桥 将 普 雷 格 尔 河 中 两 个 岛 及 岛 与 河岸 连结 起 来 . 问 是 否 可 能 从 这 四 块 
陆地 中 任 一 块 出 发 ,恰好 通过 每 座 桥 一 次 ,再 回 到 起 点 ? 欧 拉 用 点 表示 岛 和 陆地 ， 
两 点 之 间 的 连 线 表示 连结 它们 的 桥 ( 如 图 2) ,将 河流 、 小 岛 和 桥 简 化 为 一 个 网 络 ， 
把 七 桥 问题 化 成 判断 连通 网 络 能 否 一 笔画 的 问题 . 他 不 仅 解决 了 此 问题 , 且 给 出 了 
连通 网 络 可 一 笔画 的 充 要 条 件 是 它们 是 连通 的 , 且 奇 顶点 (通过 此 点 弧 的 条 数 是 奇 
数 ) 的 个 数 为 0 或 2. 


图 1 图 2 


欧 拉 所 用 的 简化 图 形 的 巧 解 方 法 ,就 是 拓扑 变换 的 一 种 . 

拓扑 学 是 数学 的 一 个 分 支 , 它 是 研究 图 形 在 连续 变形 下 的 不 变性 质 的 ,这 种 不 
变性 质 称 为 “拓扑 性 质 ”. 例如 画 在 橡皮 膜 上 的 图 形 , 当 不 破裂 或 折合 时 ,曲线 的 闭 
合 性 ,两 条 曲线 的 相交 性 等 性 质保 持 不 变 . 这 些 性 质 就 是 拓扑 性 质 . 欧 拉 定 理 是 拓 
扑 学 中 的 一 个 基本 定理 . 


5.3” 欧 拉 定 理 的 证 明 


证 法 一 : 一 般 分 下 面 两 步 进 行 : 

(1) 将 多 面体 的 表面 去 掉 一 个 面 ,经 过 拓扑 变形 重 从 在 一 个 平面 上 形成 平面 
图 形 . 相当 于 假设 凸 多 面体 由 弹性 极 好 的 橡皮 薄膜 做 成 , 先 剪 去 它 的 一 个 面 ,把 余 
下 的 表面 展开 在 一 个 平面 上 ,得 到 一 个 平面 网 格 . 例如 ,把 六 面体 EC 的 表面 去 掉 
一 个 面 S( 面 ABCD), 剩 下 的 面 . 边 和 顶点 可 变形 为 一 个 平面 图 形 ,而 这 个 平面 图 
形 内 部 又 分 割 为 若干 个 多 边 形 (四边形 AEFB,， BFGC, CGHD, DHEA,， 
EFGH). 

由 上 面 的 变形 情况 可 知 : 原 多 面体 的 表面 数 下 比 变形 成 平面 图 形 后 分 割 出 来 
的 多 边 形 面 数 F 多 1, 即 下 == Fi 十 1, 而 项 点数 V 和 棱 ( 边 ) 数 正经 过 变形 后 都 没 
有 变化 . 
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ee 


H 下 2 人 | 
4 = 和 
图 3 


(2) 将 上 述 的 平面 图 形 按 适 当 的 顺序 去 掉 多 边 形 、 边 和 顶点 . 如 图 4, 在 分 割 
出 的 多 边 形 中 ,将 不 与 其 他 多 边 形 共 界 的 “1” 号 边 AB 拿 掉 ,这 样 就 去 掉 了 以 它 为 
边 的 四 边 形 AEFB. 再 从 剩 下 的 图 形 中 拿 掉 “2” 号 边 BC, 这样 又 去 掉 了 四 边 形 
BFGC. 用 同样 的 方法 按 编号 顺序 继续 进行 ,最 后 成 为 树枝 形 . 


Et 
并 -还 一 


@ 如 图 5, 再 将 树枝 形 的 端 边 ( 指 图 形 中 只 和 其 他 部 分 在 一 端 连结 的 边 ) 中 的 
“1” 号 端 边 FB 拿 掉 , 这 样 就 拿 掉 一 个 端点 B. 用 同样 的 方法 按 编号 依次 进行 ,操作 
到 棱 数 已 二 1 为 止 . 也 就 是 说 最 后 剩 下 一 条 线段 AE. 这 时 EE=1,V = 2. 


5 5 3AC 5 
A A G A 
到 6| 2 一 一 6| 

月 
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由 上 面 (2) 中 的 变化 情况 可 知 :反复 进行 操作 @ 时 ,顶点 数 Y 没有 变化 , 面 数 


TO 


下 与 棱 ( 边 ) 数 已 的 差 下 一 下 的 值 也 没有 变化 ;反复 进行 操作 @ 时 ,已 总 是 0， 
V 一 E 的 值 没有 变化 . 因此 Fi 十 V 一 E=1. 

综合 (1) (2) 中 分 别 得 到 的 下 二 下 十 1, Fi 十 V 一 EE=1, 可 得 V 十 F 一 E=2. 

证 法 二 : (俗称 三 角 剖 分 法 ) 我 们 假设 凸 多 面体 由 弹性 极 好 的 橡皮 薄膜 做 成 ， 
先 剪 去 它 的 一 个 面 ,把 余下 的 表面 展开 在 一 个 平面 上 ,得 到 一 个 平面 网 格 . 于 是 平 
面 网 格 中 的 顶点 , 边 与 原 凸 多 面体 的 顶点 、 棱 相等 ,只 相差 一 个 多 边 形 ( 即 面 ), 因 此 
只 要 证 明 : V 一 下 十 下 一 1. 

将 所 得 到 的 平面 网 格 进行 三 角 剖 分 ,即将 网 格 中 的 多 边 形 分 解 成 三 角形 , 且 三 
角形 以 原 多 边 形 的 顶点 为 顶点 . 如 原来 为 一 个 边 形 ,三 角 剖 分 后 , 变 成 "一 2 个 三 
角形 ,顶点 数 不 变 , 面 增加 了 n 一 3 个 , 边 增加 了 nn 一 3 条 , 故 还 是 只 要 证 明 V 一 
E+F=1. 

然后 逐个 抹 去 网 格 中 的 三 角形 . 抹 去 方法 为 : 

(1) 当 三 角形 中 只 有 一 条 边 是 平面 网 格 的 边界 时 , 抹 去 不 属于 其 他 三 角形 的 
部 分 (包括 边 、 顶 点 ); 

(2) 当 只 有 两 条 边 不 属于 其 他 三 角形 的 边 时 , 抹 去 一 个 顶点 ,两 条 边 ( 楼 ) ,一 
个 面 . 
如 图 6, 在 ADGC 中 , 边 DC 是 网 格 边界 ,上 且 不 属于 其 他 三 角形 , 故 将 编号 为 
“1? 的 DC 抹 去 ,这 样 就 去 掉 了 以 它 为 边 的 人 ADGC; 同 理 可 以 抹 去 编号 为 “2、3、 
4” 的 边 , 同 时 去 掉 了 三 个 三 角形 . 此 时 , 边 DH、DG 与 点 D 为 先 按照 以 上 的 抹 去 
方法 ,只 要 证 明 抹 去 若干 边 和 顶点 后 的 图 形 仍 有 V 一 EE 十 下 == 1. 而 按照 上 述 抹 
去 方法 ,最 后 得 到 的 是 一 个 三 角形 ,V = 二 3, E=3, F=1, 故 V 一 E 十 F=1 
成 立 . 
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证 法 三 : 在 凸 多 面体 P 所 包围 的 空间 内 部 , 任 取 一 点 O, 作 一 个 以 O 为 球 心 ， 
半径 是 单位 长 的 球面 S, 然 后 ,P 上 的 任意 一 点 z 与 球 心 决定 一 条 以 O 为 端点 的 射 
线 , 这 条 射线 必定 与 球面 S 相交 于 一 点 ,而 且 只 相交 于 一 点 y. 

通过 这 样 的 投影 ,P 上 所 有 面 的 投影 像 , 将 不 重 倒 地 盖 满 球面 ;并 且 PP 的 一 个 
n 边 形 面 的 像 是 球面 上 的 一 个 球面 n 边 形 ,P 上 的 下 个 面 ,已 条 棱 ,V 个 顶点 也 投 
影 成 球面 上 下 个 球面 多 边 形 ,E 条 棱 ( 大 圆 的 弧 ) 和 V 个 顶点 . 
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公式 :单位 球面 边 形 的 面积 W 一 Da — on, a 表示 球面 边 形 第 i 


个 内 角 . 
证 明 : 1%n 一 2 时 (图 7),ACA'BA 为 球面 二 边 形 , 二 面 角 两 内 角 相 等 ,为 a. 
过 A 作 大 圆 ACA“ 的 切线 AC, ,过 A 作 大 圆 ABA“ 的 切线 AB!, 人 BAC, = 


a. 则 右边 = 二 2a 一 0 = 2a, 又 W 天 。4r 一 2a, 故 右 一 左 . 


B 
C 
B B' B 
~ 
图 7 图 8 
层 2 二 3 时 (图 8), 由 1 得 : 
下 
的 Samc 十 Suac = 2a, 
等 Saaac 十 Samc = 2p, 
SAmc 十 SAens 一 27， 
入 所 以 
2SAmc 十 (Sanac 十 Sawac 十 Samac 十 Sacas) = 2Ca+B+7), Cx) 
(C* ) 左边 一 2SAasc 十 2r 一 2(c 十 B 十 )， 
所 以 Smsc 一 十 B 十 y 一 . 
3 这 3 时 ,n 边 形 可 将 球 分 成 n 一 2 个 球面 三 角形 ,这 一 2 个 球面 三 角形 的 内 
角 记 为 a;，B， i, 面积 记 为 5;, n 边 形 面积 记 为 S， 
m2 m2 EL 
S= D5:= DtBh+y mn = Da— n—2x. 
i=l 认 1 i=1 
所 以 公式 成 立 ， es 
i=1 
下 证 : V 一 E 十 F== 2. 
有 V 个 顶点 ,每 个 顶点 处 各 面 的 在 该 顶点 的 内 角 和 为 2x. 故 所 有 面 的 内 角 和 
为 2x*V, 记 S; 为 n; 边 形 . 
We 


F 
又 Si 十 S: 十 … 十 SF 一 2)(2)o 一 (一 2)x) 一 4r， 


F F 
= DD) (Da)—r dnt+2Fr = hr, 
{ 入 


所 以 
上 
2rV—x* Dnit2Fr = dr. 
名 
因为 
F 
Dn = 
去 
所 以 
2rV 一 2rE 十 2rF = dn, 
所 以 


V—E+Fe=e 2 


5.4 欧 拉 公式 的 一 个 重要 应 用 一 一 有 且 只 有 五 种 正 多 面 形 


定量 ”如 果 一 个 多 面 形 ,每 个 面 都 是 n(n 三 3) 边 形 ,而 且 每 个 定点 都 
是 mlm 三 3) 条 楼 的 公共 点 ,我 们 称 这 样 的 多 面 形 为 正 多 面 形 . 

凸 正 多 面 形 有 且 只 有 五 种 , 记 多 面 形 的 面 数 为 F, 每 个 面 是 xm 之 
3) 边 形 ,每 个 定点 都 是 mm 三 3) 条 棱 的 公共 点 ,那么 F, n,m 只 有 以 下 五 种 可 能 : 
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证 明 : 设 正 凸 多 面 形 有 V 个 顶点 ,E 条 棱 , 下 个 面 , 则 有 
nF = 2E, mV = 2E. 


“V—E+F=2, 
“mV—mE+mF = 2m, 
“2E—mE +mF = 2m, 
“» 4E— 2mE + 2mF = 4m, 


oi 


“2E(2—m) + 2mF = 4m, 

“(2—maF +2mF = 4m, 

“(2n t+2m—m)F = 4m> 0, 

“mm—2m—2n<0,B 妇 (m—2)(n—2) < 4. 

又 “mm 宇 3, nn 之 3， 

i 只 有 | 3， 人 3， 人 3， 人 4， 人 5， 五 种 情况 . 
5， 3, lm 二 3 


n 
m= 3, \lm= 4, 


5.5 闭 曲面 的 分 类 


诗 双 三 击 。” 闭 多 面 形 是 由 有 限 个 平面 多 边 形 ( 不 必 屿 ) 拼 合 而 成 的 一 个 图 
形 ,其 拼合 方式 需 满足 下 面 四 个 条 件 : 

(1) 它 的 每 两 个 顶点 可 以 由 它 的 一 些 棱 所 组 成 的 折线 连结 起 来 ; 

(2) 它 的 每 两 个 面 或 者 没有 公共 点 ,或 者 恰 有 一 个 公共 顶点 ,或 者 恰 有 一 条 公 
共 的 棱 ; 

(3) 它 的 每 条 楼 恰 是 它 的 两 个 面 的 公共 棱 ; 

(4) 它 的 每 个 顶点 都 是 锥 形 的 顶点 , 即 每 一 个 顶点 处 的 棱 和 面 可 记 为 :4 ，w ， 
qz，…， ls ans 和 ,其 中 心 表示 该 项 点 处 的 楼 ,a 表示 该 顶点 处 的 面 . 

当 且 仅 当 一 个 多 面 形 满足 以 上 四 条 时 ,我 们 称 这 个 多 面 形 为 团 多 面 形 . 

以 上 四 条 分 别 对 闭 多 面 形 的 点 、. 面 和 楼 的 特点 进行 了 规定 . 如 图 9, 不 满足 第 
(4) 条 ,因为 它 中 间 的 一 个 顶点 不 是 锥 形 项 点 ;图 10 则 以 上 四 条 均 不 满足 ! 
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图 9 图 10 


方法 : 将 多 面 形 看 成 是 用 橡皮 薄膜 做 成 的 ,在 多 面 形 某 处 进行 充气 ,如 果 可 以 
将 整个 图 形 充满 气 , 则 是 闭 多 面 形 . 

闭 曲 面 充气 后 ,有 的 可 以 变 成 一 个 球体 ,有 的 可 以 变 成 类 似 车 胎 的 曲面 一 一 我 
们 称 之 为 环 面 . 

像 环 面 这 样 ,有 一 个 “ 洞 ”的 闭 曲面 ,我 们 称 之 为 亏 格 为 一 的 闭 曲 面 . 

所 以 ,对 于 一 个 曲面 ,我 们 首先 用 本 节 开 头 的 四 条 去 判断 它 是 否 为 闭 曲面 . 如 
果 确 定 为 一 个 闭 曲面 ,我 们 用 橡皮 变换 的 方法 ,判断 该 闭 曲面 有 几 个 亏 格 . 有 个 
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亏 格 , 则 称 该 闭 曲 面 为 亏 格 为 n 的 闭 曲 面 . 


本 章 思考 题 


1. 简要 分 述 为 什么 要 开设 “球面 几何 ”这 一 专题 . 

2. 请 列 出 欧 氏 几何 和 球面 几何 的 知识 结构 框图 ,并 对 二 者 的 主要 内 容 作 简单 的 
比较 . 

.你 认为 欧 氏 几何 、 罗 氏 几 何 、 球 面 几何 这 三 种 几何 的 最 大 区 别 是 什么 ? 产生 这 
一 区 别 的 原因 是 什么 ? 

4. 球面 几何 这 一 专题 的 主要 研究 方法 是 什么 ? 

5. 为 什么 要 建立 非 欧 几何 模型 ? 
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第 十 四 章 ”风险 与 决策 


在 日 常生 活 和 经 济 活动 中 ,经 常 需要 对 事物 的 进展 情况 作出 决策 ,以 便 用 最 有 
利 的 方式 采取 行动 . 例如 ,个 人 的 采购 ,求职 投资 ,工商 企业 的 生产 或 经 营 的 方案 ， 
直至 部 门 和 全 国 的 某 一 事业 的 计划 . 由 于 事物 的 进展 情况 和 信息 往往 受 随机 因素 
的 影响 ,不 能 确切 预料 ,决策 往往 带 有 风险 . 在 这 种 情况 下 ,决策 者 通常 有 很 多 行动 
方案 可 以 采用 ,而 统计 决策 方法 可 以 提供 最 优 的 行动 方案 ,大 大 减少 由 于 盲目 地 决 
定 而 导致 的 损失 . 因此 ,统计 决策 方法 和 统计 决策 分 析 将 会 在 社会 的 发 展 和 进步 中 
发 挥 越 来 越 大 的 作用 . 

在 现代 社会 中 ,公民 应 该 具有 合理 的 决策 头脑. 因此 ,本 章 围绕 全 国 高 中 数学 
课程 标准 的 要 求 从 日 常生 活 及 经 济 活动 中 的 实例 分 析 , 让 学 生养 成 重视 风险 的 意 
识 , 理 解 风 险 决策 的 必要 性 和 重要 性 ,理解 风险 决策 的 概念 . 从 实例 理解 损益 函数 
与 损益 矩阵 ,探索 决策 的 途径 与 方法 ,理解 决策 结论 的 意义 . 学 会 用 决策 树 表示 需 
要 决策 问题 的 有 关 信 息 ,能 用 反 推 决策 树 的 方法 进行 决策 . 通过 实例 理解 风险 决策 
灵敏 度 分 析 的 意义 ,会 进行 决策 的 灵敏 度 分 析 . 通过 实例 了 解 马 尔 科 夫 型 决策 及 其 
决策 方法 . 
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8$1 决策 论 简 介 


决策 分 析 是 人 们 为 了 达到 预期 的 目的 ,从 所 有 的 可 供 选 择 的 多 个 方案 中 , 找 出 
满意 的 方案 的 一 种 活动 . 决策 分 析 是 在 应 用 数学 和 统计 原理 相 结合 的 基础 上 发 展 
起 来 的 ,在 经 济 及 管理 领域 有 着 非常 广泛 的 应 用 . 下 面 就 决策 分 析 中 涉及 的 决策 程 
序 、 要 素 、 损 益 和 矩阵 决策 分 析 的 分 类 等 重要 概念 进行 说 明 . 

首先 介绍 决策 程序 . 所 谓 决策 程序 就 是 在 作出 决策 时 所 需要 考虑 的 几 个 步骤 ， 
主要 包括 以 下 六 个 , 即 : 明 确 问题 ,确定 目标 ;调查 研究 ,搜集 情报 ;分 析 资 料 ,预测 
未 来 ;制定 可 行 方案 ;评价 和 选择 最 优 或 满意 的 方案 ;组 织 实施 与 校正 控制 . 

接 下 来 介绍 决策 分 析 的 要 素 . 决策 分 析 包 含 以 下 四 个 要 素 , 即 
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(1) 可 行 方案 集 : 
也 = {di, 心 , …, dn)(m 之 2), 其 中 4d; 表示 第 i 个 可 行 方案 , i = 1, 2,…， 


(2) 自然 状态 集 : 
日 二 (hh, hs，…, hh}, 其 中 妨 表示 第 j 种 自然 状态 , j 一 1,2,…, nn. 
(这 里 的 自然 状态 是 指 决策 者 在 所 面临 的 决策 问题 中 无 法 预知 或 无 法 控制 的 


不 确定 因素 ) 

(3) 自然 状态 概率 集 : 

P(H) = {P(h1), P(hs),…，P(h,)}, 满足 

Phi)+P(hs)++*…++Ph,) = 1, P(h;) 宇 0,j7=1,2,.,n. 
(4) 损益 矩阵 : 
QI a a 

高 。 |。 | 其 中 ey 一 Li, ) 是 方案 di 在 自然 状态 发生 
虎 时 所 获得 的 损失 或 收益 . i 二 1, 2，…, m, j 二 1, 2，*…， 
初 。 最 后 介绍 一 下 决策 分 析 的 分 类 , 根据 信息 的 多 少 ,我 们 常 把 决策 按 决策 问题 的 
妆 性 质 分 为 确定 型 决策 ,不 确定 型 决策 和 风险 型 决策 三 类 . 具体 说 来 ,所 谓 确定 型 
@ 策 就 是 在 决策 环境 完全 确定 的 条 件 下 进行 的 决策 . 所 谓 不 确定 型 决策 就 是 对 于 各 
% 自然 状态 发 生 的 概率 一 无 所 知 , 依 靠 决 策 者 的 主观 倾向 进行 的 决策 . 所 谓 风险 型 决 


策 就 是 在 决策 环境 不 是 完全 确定 的 情况 下 进行 的 决策 . 对 于 各 自然 状态 发 生 的 概 
率 ,决策 者 可 以 预先 估计 或 计算 出 来 . 下 面 我 们 对 风险 型 决策 进行 重点 讨论 . 


$2 风险 型 决策 


关于 风险 型 决策 ,我 们 将 从 表示 方法 .决策 方法 以 及 对 它 的 评估 三 个 方面 进行 
讨论 . 

2.1 风险 型 决策 问题 的 表示 

决策 问题 通常 有 两 种 常用 的 表示 , 即 决策 表 和 决策 树 . 


用 表 1 所 表示 的 称 为 决策 表 . 它 是 一 个 二 维 表 ,横向 表示 n 种 自然 状态 ,纵向 
表示 m 种 可 行 性 方案 ,中 间 就 是 一 个 损益 矩阵. 
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表 1 决策 表 


与 决策 表 相 类 似 的 还 有 决策 树 , 它 是 一 种 分 析 工 具 . 它 可 以 把 未 来 情况 及 其 概 
率 ,损益 值 等 可 供 决 策 的 内 容 , 简 单 直观 地 反映 在 树枝 状 图 形 即 决策 树 上 ,通过 计 
算 比 较 各 决策 方案 在 各 种 状态 下 的 平均 期 望 值 来 选择 期 望 值 最 大 的 方案 . 

决策 树 具 有 :(1) 便 于 有 次 序 有 步 又 、 直 观 而 又 周密 地 考虑 问题 ;(2) 便 于 集体 
讨论 和 决策 ;(3) 便 于 处 理 复杂 的 问题 等 三 大 优势 . 

决策 树 由 决策 点 ,状态 点 方案 枝 和 概率 枝 组 成 ,其 形状 如 图 1 所 示 . 
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图 1 


一 一 决策 点 ,从 它 引出 的 分 枝 为 方案 分 枝 , 分 枝 数 反映 可 能 的 方案 数 . 

O 〇 一 一 状态 点 ,节点 上 方 注 有 该 方案 的 期 望 值 . 从 它 引出 的 分 枝 为 概率 分 枝 ， 
每 个 分 枝 上 注 明 自然 状态 及 其 出 现 的 概率 ,分 枝 数 反映 可 能 的 自然 状态 数 . 

和 A 一 一 事件 结 点 ,又 称 “ 末 梢 ” 它 的 旁边 注 有 每 一 方案 在 相应 状态 下 的 损 
益 值 . 


2.2 ”风险 型 决策 中 决策 方法 


风险 型 决策 中 有 两 种 常用 的 决策 方法 :期 望 收益 决策 法 与 决策 树 法 . 下 面 通过 
例题 加 以 说 明 . 

例 1 某 同学 需要 做 一 项 实验 ,在 该 项 实验 过 程 中 出 现 设备 过 热 现象 的 概率 
为 0. 2. 请 专家 指导 实验 , 需 支付 50 元 指导 费 ,并 且 出 现 设备 过 热 现象 时 会 损失 10 
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元 ;自己 独立 完成 实验 ,出 现 设备 过 热 现象 时 会 损失 100 元 . 如 果 在 实验 过 程 中 没 
有 出 现 过 热 现象 , 则 不 会 造成 损失 . 问 该 同学 是 否 应 该 请 专家 指导 实验 ? 
分 析 与 解 : 
决策 目标 :使 损失 最 小 . 
行动 方案 :di :请 专家 指导 实验 ; 
d :独立 完成 实验 . 
自然 状态 :ha :设备 没有 出 现 过 热 现象 ; 
ho :设备 出 现 过 热 现象. 
决策 :采取 哪 种 行动 方案 ? 可 供 选 择 的 是 期 望 收益 决策 法 和 决策 树 法 ， 
如 果 选 用 期 望 收益 决策 法 ,我 们 看 结果 如 何 . 
所 谓 期 望 收益 决策 法 是 以 不 同方 案 的 期 望 收益 作为 择优 的 标准 ,选择 期 望 收 
益 最 大 的 方案 为 最 优 方案 . 它 的 步骤 是 先 列 出 决策 表 再 计算 各 方案 的 损益 值 ,从 而 


作出 决策 . 具体 如 下 : 
(1) 列 出 决策 表 ( 表 2). 

总 表 2 决策 表 
只 状态 | 
和 损益 hi(0.8) ha(0.2) 
数 行动 方案 
和 a 一 50 | 一 60 
?| 中 0 | 一 100 
+? 


说 明 : 表 中 的 括号 是 出 现状 态 hh 和 心 的 概率 ,分 别 是 0.8 和 0. 2. 


(2) 计算 各 方案 的 损益 值 . 
在 本 例 中 ,行动 方案 由 和 d; 对 应 的 损失 均值 分 别 为 
下 (Cd 有 )) 一 1(di, h) X P( 执 行 吧 ,出 现 请 ) 十 
ldi, hs) X P( 执 行 di, 出 现 h,) 
50 X 0.8 十 (一 60) X 0. 2 一 一 52( 元 ). 
E(l(d;, hh)) == lL(d;, h) XP( 执 行 ds, 出 现 ha) 十 
Ld;，, hs) X P( 执 行 d;, 出 现 h,) 
0X0.8 十 (一 100) X0.2 = 一 20( 元 ). 


根据 决策 表 和 以 上 的 运算 ,那么 选择 损失 小 的 那个 行动 方案 , 即 独立 完成 
实验 . 

如 果 选 用 决策 树 法 , 则 步骤 是 : 

(1) 画 出 决策 树 . 
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(2) 计算 各 结 点 的 期 望 收益 ,分 别 为 一 52 和 一 20. 

(3) 进行 决策 :独立 完成 实验 . 

综 上 所 述 ,不 管 选用 哪 种 方法 ,最 后 的 决策 都 是 选择 独立 完成 实验 方案 . 

上 面 利用 决策 树 决策 主要 步骤 具体 说 来 有 三 个 ,它们 分 别 是 : 

第 一 步 ,根据 具体 问题 画 出 图 形 . 在 画 决 策 树 时 ,一 般 按 由 左 到 右 的 顺序 进行 . 

第 二 步 , 计 算 各 方案 的 期 望 值 . 在 计算 期 望 值 时 ,要 注意 由 右 向 左 反 顺序 依次 
进行 .用 各 种 自然 状态 下 的 收益 值 乘 以 各 自 的 概率 值 ,在 遇 到 机 会 结 点 时 ,计算 各 
分 枝 期 望 值 的 和 ,并 将 其 标示 在 机 会 结 点 上 . 然后 ,再 将 每 个 机 会 结 点 上 的 数值 与 
其 前 面 方案 枝 上 的 数值 相 加 减 ,哪个 方案 枝 上 的 总 和 数值 最 大 ,就 把 最 大 的 数值 记 
在 决策 点 上 . 

第 三 步 , 剪 枝 . 剪 枝 是 方案 的 优选 过 程 ,根据 不 同方 案 期 望 值 的 大 小 ,从 左 向 
右 , 逐 一 比较 . 期 望 值 较 大 的 为 较 优 方案 得 以 保留 ,期望值 较 小 的 方案 予以 舍弃 ,在 
使 弃 的 方案 枝 上 画 一 “上”. 通过 比较 舍弃 ,最 后 只 能 剩 下 一 个 方案 枝 , 该 枝 代表 的 
方案 就 是 最 优 方案 . 

对 于 多 层 决策 问题 ,决策 树 法 更 直观 . 

例 2 某 科 学 技术 研究 所 考虑 向 某 企业 提出 一 种 新 产品 的 建议 . 为 提出 此 建 
议 需要 进行 一 些 初步 的 调研 工作 ,并 投入 2 万 元 . 该 技术 研究 所 根据 以 往 的 经 验 以 
及 对 此 企业 的 产品 和 竞争 者 的 了 解 ,估计 建议 提出 后 ,有 60% 的 把 握 可 以 得 到 合 
同 . 如 果 得 不 到 合同 , 则 损失 2 万 元 的 前 期 投入 . 新 产品 有 两 种 开发 方法 : 旧 方 法 需 
要 花费 28 万 元 ,开发 成 功 的 概率 为 80% ;新 方法 需要 花费 18 万 元 ,开发 成 功 的 概 
率 仅 为 50%. 如 果 技术 研究 所 得 到 合同 并 且 开 发 成 功 ,企业 将 支付 给 该 研究 所 70 
万 元 技术 转让 费 ; 如 果 技 术 研究 所 得 到 合同 但 开发 失败 ,该 技术 研究 所 将 支付 给 企 
业 15 万 元 的 赔偿 费 . 试用 决策 树 法 为 该 技术 研究 所 进行 决策 . 

分 析 与 解 : 

第 一 步 , 画 出 决策 树 . 
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第 二 步 ,计算 各 方案 的 期 望 值 . 

状态 点 4 处 的 期 望 收益 :70 X 0.8 十 (一 15) X 0. 2 = 53( 万 元 ). 

状态 点 5 处 的 期 望 收益 :70 X 0.5 十 (一 15) X 0.5 = 27. 5( 万 元 ). 

在 决策 点 3 处 ,根据 max{53 一 28, 27. 5 一 18} = 25, 应 选取 的 决策 是 采用 旧 
方法 开发 . 

状态 点 2 处 的 期 望 收益 25 X 0.6 十 (一 2) X 0.4 = 14. 2( 万 元 ). 

在 决策 点 1 处 ,根据 max{14. 2 一 2，0} = 12. 2, 应 选取 的 决策 是 提出 开发 
建议 . 

结论 :应 该 提出 开发 建议 ;得 到 合同 后 ,按照 旧 方法 开发 . 

关于 决策 方法 除了 上 面 介绍 的 两 种 方法 以 外 还 有 方差 收益 决策 法 ,下 面 我 们 
也 是 通过 具体 的 例子 加 以 说 明 . 

例 3 有 一 个 投资 100 万 元 的 零售 企业 ,其 发 生火 灾 的 概率 为 0.1%. 若 发 生 
火灾 ,该 企业 将 蒙受 100 万 元 的 损失 ; 若 购 买 保险 ,可 以 弥补 所 有 的 损失 ,但 需 交纳 
1000 元 的 保险 费 . 如 果 你 是 企业 的 决策 者 ,你 会 选择 购买 还 是 不 购买 ? 

分 析 与 解 : 计算 发 现 无 论 是 购买 保险 还 是 不 购买 保险 ,企业 的 损失 均值 都 是 
1000 元 . 

购买 保险 的 方差 是 0， 

不 购买 保险 的 方差 是 


(100 0000— 1000)? X 0. 001 + (0 — 1000)? x 0. 999 = 9 9900 0000， 
所 以 应 选择 购买 保险 . 
均值 体现 了 随机 变量 的 中 心 位 置 , 方 差 体现 了 随机 变量 集中 于 中 心 位 置 的 程 
度 . 当 两 个 随机 变量 的 均值 相同 ,方差 不 同时 ,方差 小 的 更 集中 于 均值 的 附近 ,因此 
应 该 选择 损失 方差 小 的 行动 方案 . 
2.3 ”风险 型 决策 中 的 效用 及 效用 曲线 


所 谓 效用 是 指 在 决策 中 ,决策 者 的 个 性 ,才智 .胆识 .经 验 等 主观 因素 ,使 不 同 
的 决策 者 对 相同 的 损益 问题 (获取 收益 或 避免 损失 ) 做 出 不 同 的 反应 ;即使 是 同一 
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决策 者 这 种 对 于 损益 问题 的 独特 感受 和 取舍 , 称 之 为" 效用 
效用 曲线 是 用 于 反映 决策 者 对 风险 态度 en 
用 来 反映 决策 后 果 的 损益 值 对 决策 者 的 效用 gD 
( 即 损益 值 与 效用 值 ) 之 间 的 关系 曲线 . 通常 7 | 
策 者 对 风险 态度 的 变化 在 此 坐标 系 中 描 点 而 各 
拟 合成 一 条 曲线 . 常见 的 效用 曲线 分 为 保守 图 2 效用 曲线 
保守 型 效用 曲线 :图 2 中 的 曲线 下 严格 上 凸 ( 下 目 ) 表 示 效 用 随 着 消费 者 收入 
的 增多 而 递增 ,但 递增 速度 越 来 越 慢 , 即 边际 效用 递减 ,这 样 的 决策 者 对 于 亏损 特 
大 利 , 只 求 吉 风 险 . 保守 型 决策 者 厌恶 风险 . 
激进 型 效用 曲线 :图 2 中 的 曲线 四 是 下 凸 (上 四 的 ,表示 效用 随 着 消费 者 收入 
表示 决策 者 专注 于 想 获 得 大 的 收益 而 不 十 分 关心 亏损 ,这 种 类 型 的 决策 者 不 易 满 
足 .激进 型 决策 者 喜欢 风险 . 
线性 关系 ,对 应 于 这 种 效用 函数 的 决策 者 对 决策 风险 抱 中 立 态度 ,他 或 是 认为 决策 
的 后 果 对 大 局 无 严重 影响 ,或 者 因为 该 项 决策 可 以 重复 进行 ,从 而 获得 平均 意义 上 
线性 关系 ,因此 ,效用 期 望 值 最 大 的 方案 也 已 是 收益 期 望 值 的 最 大 方案 . 此 时 一 个 
非 确定 性 决策 的 确定 等 价值 就 等 于 它 的 期 望 收益 
一 定 的 冒险 胆略 ,追求 风险 属于 激进 型 ,但 当 损益 额 增 大 到 一 定数 量 时 ,他 就 转化 
为 厌恶 风险 的 决策 者 了 , 变 为 保守 型 ,其 实 这 种 类 型 更 符合 实际 . 
决策 者 认为 效用 越 小 , 越 倾向 于 风险 型. 
2.4 风险 型 决策 的 敏感 性 分 析 
率 值 变化 到 什么 程度 才 引起 方案 的 变化 ,这 一 临界 点 的 概率 称 为 转折 概率 . 对 决策 
间 题 作出 这 种 分 析 ,就 叫做 敏感 性 分 析 , 或 者 叫做 灵敏 度 分 析 . 


决策 者 ,由 于 时 间 和 条 件 等 客观 因素 不 同 ,对 相同 的 损益 问题 也 会 有 不 同 的 反应 . 

的 一 种 曲线 ,又 称 “偏好 曲线 ”. 效用 曲线 就 是 ----|------------- 

以 损益 值 为 横 坐 标 , 以 效用 值 为 纵 坐 标 ,把 决 

型 .激进 型 ,中间 型 和 混合 型 四 种 , 见 图 2. 

别 敏感 ,而 大 的 收益 对 他 的 吸引 力 却 不 是 很 大 ,这 种 类 型 的 决策 者 容易 满足 ,不 求 

的 增多 而 递增 ,而 递增 速度 越 来 越 快 , 即 边际 效用 递增 . 曲线 中 间 部 分 呈 下 四 形 状 ， 
中 间 型 效用 曲线 :图 2 中 的 直线 工 表示 决策 的 效用 与 决策 损益 的 货币 效果 成 

的 成 果 , 因 而 对 决策 的 某 项 后 果 不 予 特别 关注 ,而 谨慎 从 事 . 由 于 这 类 效用 函数 是 
混合 型 效用 曲线 :图 2 中 的 曲线 了 表示 决策 者 在 损益 额 不 太 大 时 ,决策 者 具有 
一 般 在 一 定 的 损益 水 平 条 件 下 ,决策 者 认为 效用 越 大 , 越 倾向 于 保守 型 ;反之 
在 决策 过 程 中 ,自然 状态 出 现 的 概率 值 变化 会 对 最 优 方案 的 选择 存在 影响 . 概 
我 们 考虑 下 面 表 3 所 显示 的 最 简单 的 决策 问题 . 
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表 3 简单 决策 问题 
自然 状态 (出 现 概率 ) 
h(p) hs(1—p) 


行动 方案 


di 8 7 


中 14 5 


ds 20 一 9 


首先 假设 自然 状态 hh 出 现 的 概率 为 0. 8, 则 各 行动 方案 对 应 的 期 望 收 益 分 
别 为 


E(di) = 8X0.8+7X (1—0.8) 一 7.8， 
E(d;) = 14X0.8+5xX(1—0.8) = 12.2, 
E(d;) 一 20X0.8 十 (一 9)X (1 一 0.8) = 14.2, 


此 时 ds 的 期 望 收益 最 大 ,所 以 最 佳 方案 为 ds. 
当 自 然 状 态 加 出 现 的 概率 为 0. 2 时 ,各 行动 方案 对 应 的 期 望 收益 分 别 为 
E(di) = 8X0.2+7X(1—0.2) 一 7.2， 
E(d:) 一 14X0.2 十 5X(1 一 0.2) = 6.8, 
E(di) = 20X0.2+(—9) X (1—0.2) 一 一 3.2， 


此 时 di 的 期 望 收益 最 大 ,所 以 最 佳 方案 为 di. 

对 于 只 有 两 种 自然 状态 的 决策 问题 ,无 论 有 多 少 种 备 选 方案 ,都 可 以 用 图 示 的 
方法 来 进行 敏感 性 分 析 , 为 了 说 明 这 一 过 程 ,首先 假定 自然 状态 hh 出 现 的 概率 为 
力 , 则 自然 状态 hs 出 现 的 概率 为 (1 一 p) ,各 方案 的 期 望 收 益 分 别 为 

E(di)=8Xp+7X(—p)= p+7, 
E(d;) =14Xp+5X(1—p) = 9p+5, 
下 (ds:) 一 20X 力 十 (一 9) X (1 一 力 ) 一 29p—9. 


以 自然 状态 hh 的 概率 p 为 横 坐 标 ,期 望 收 益 为 纵 坐 标 画 出 上 面 三 个 方程 表示 
的 直线 ,如 图 3 所 示 . 

由 图 3 可 以 清楚 地 看 出 以 期 望 值 为 标准 给 出 的 决策 方案 是 如 何 随 着 p 变化 
的 , 当 p 二 0.25 时 ,方案 di 具有 最 大 的 期 望 收益 ; 当 0. 25 二 pp 二 0.70 时 ,方案 d; 
具有 最 大 的 期 望 收益 ; 当 p > 0. 70 时 ,方案 ds 具有 最 大 的 期 望 收益 . 

图 形 法 仅 适用 于 只 有 两 个 自然 状态 的 决策 问题 , 当 自然 状态 多 于 两 个 时 ,可 以 
考虑 用 计算 机 软件 来 辅助 计算 . 

敏感 性 分 析 的 步骤 主要 有 三 步 :第 一 步 求 出 在 保持 最 优 方案 稳定 的 前 提 下 , 自 
然 状态 出 现 概率 所 变动 的 容许 范围 ;第 二 步 衡量 用 以 预测 和 估算 这 些 自然 状态 概 
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期 望 收益 


图 3 


率 的 方法 ,其 精度 是 否 能 保证 所 得 概率 值 在 此 允许 的 误差 范围 内 变动 ;第 三 步 判 断 
所 作 决 策 的 可 靠 性 . 


8$3 马尔 可 夫 型 决策 


3.1 马尔 可 夫 性 与 马尔 可 夫 链 


俄国 数学 家 马尔 可 夫 开创 了 一 种 无 后 效 性 随机 过 程 的 研究 , 即 在 已 知 当前 状 
态 的 情况 下 ,过 程 的 未 来 状态 与 其 过 去 状态 无 关 ,这 就 是 现在 的 马尔 可 夫 过 程 . 

这 种 已 知 “ 现 在 ”的 条 件 下 ,“ 将 来 ”与 “过 去 ”独立 的 特性 称 为 马尔 可 夫 性 (无 后 
效 性 ), 具 有 这 种 性 质 的 随机 过 程 叫做 马尔 可 夫 过 程 . 马尔 可 夫 过 程 中 的 时 间 和 状 
态 既 可 以 是 连续 的 ,又 可 以 是 离散 的 . 我 们 称 时 间 离 散 、 状 态 离散 的 马尔 可 夫 过 程 
为 马尔 可 夫 链 . 

马尔 可 夫 过 程 的 基本 概念 是 系统 的 “状态 ”和 “状态 的 转移 ”马尔 可 夫 过 程 实 
际 上 是 将 一 个 系统 的 “状态 ”和 “状态 的 转移 ”定量 化 了 的 系统 状态 转换 的 数学 
模型 . 

荷花 池 中 一 只 青蛙 的 跳 路 是 马尔 可 夫 过 程 的 一 个 形象 化 的 例子 . 假设 在 一 个 
水 池 中 有 三 片 茶叶 ,一 只 青蛙 在 三 片 茶叶 之 间 跳 跃 玩 机 ,青蛙 的 动作 是 随意 的 . 为 
了 讨论 方便 ,我 们 给 荷 叶 编号 ,我 们 关心 的 是 在 一 定时 间 内 ,青蛙 从 一 片 荷 叶 跳 到 
其 他 两 片 荷 叶 的 转移 结构 . 当 青 蛙 在 第 1 片 荷 叶 上 时 , 它 下 一 步 动 作 是 跳跃 到 第 
2、3 片 荷 叶 上 或 原 地 不 动 ,只 与 现在 的 位 置 有 关 , 而 与 它 以 前 跳 过 的 路 径 无 关 .我 
们 给 出 这 只 青蛙 从 各 片 荷 叶 上 向 另 一 片 荷 叶 移动 的 转移 图 ,箭头 表示 跳跃 的 方向 ， 
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数字 表示 跳跃 的 概率 , 自 环 表示 青蛙 保持 不 动 . 

当 青 蛙 开始 时 刻 在 第 1 片 荷 叶 上 时 , 它 保 
持 不 动 的 概率 为 0. 3, 它 跳跃 到 第 2 片 荷 叶 上 
的 概率 为 0.6, 跳 跃 到 第 3 片 荷 叶 上 的 概率 
为 0. 1. 

当 青蛙 开始 时 刻 在 第 2 片 荷 叶 上 时 , 它 保 
持 不 动 的 概率 为 0. 4, 它 跳跃 到 第 1 片 荷 叶 上 
的 概率 为 0. 2, 跳跃 到 第 3 片 荷 叶 上 的 概率 
为 0. 4. 

当 青 蛙 开 始 时 刻 在 第 3 片 荷 叶 上 时 , 它 保持 不 动 的 概率 为 0.5, 它 跳跃 到 第 1 
片 荷 叶 上 的 概率 为 0.2, 跳 路 到 第 2 片 荷 叶 上 的 概率 为 0. 3. 

我 们 以 z() 表 示 青 蛙 跳跃 :次 后 所 处 的 位 置 ,z(z) 的 取 值 叫做 状态 , S = {1， 
2,，3} 叫做 状态 空间 . 我 们 称 {z(z)}(t > 0) 为 一 个 随机 过 程 . 当 从 z(0) 到 xz) 已 
知 时 ,青蛙 ti 十 1 时 处 在 z(t 十 1) 状 态 上 的 概率 仅 与 + 时 刻 状态 有 关 , 即 满足 以 下 关 
系 式 : 


P{z(t+1)=j|z(0) =i, xz(1) 一 下，…， 
z(t) =i} = P{r(t+1)=j|zx(0 =i). 


我 们 称 满足 此 式 的 随机 过 程 {x(z)}(t 二 0) 为 马尔 可 夫 过 程 或 马尔 可 夫 链 ,而 
把 满足 此 式 的 随机 过 程 (7) 称 为 具有 马尔 可 夫 性 质 , 它 反映 了 前 一 状态 x(1 一 1) 、 
现状 态 z(t) 和 后 一 状态 z(t 十 1) 之 间 的 链接 . 因此 ,用 马尔 可 夫 链 描述 随机 性 状态 
变量 的 变化 时 ,只 需求 在 某 一 点 上 两 个 相 邻 随机 变量 的 条 件 分 布 就 可 以 了 . 

马尔 可 夫 链 是 随机 变量 X, ，Xs ，Xs ，… 的 一 个 数列 . 这 些 变量 的 范围 , 即 他 
们 所 有 可 能 取 值 的 集合 ,被 称 为 “状态 空间 ”, 而 X, 的 值 则 是 在 时 间 的 状态 . 如 
果 X,+1 对 于 过 去 状态 的 条 件 概率 分 布 仅 是 X, 的 一 个 函数 , 即 


P(Xnn 一 工 | Xi, Xa X,) 一 已 XoH = x | X,), 
这 里 z 为 过 程 中 的 某 个 状态 . 上 面 这 个 恒等式 可 以 被 看 作 是 马尔 可 夫 性 质 . 


3.2 转移 概率 与 转移 概率 矩阵 


我 们 称 P{zG 十 1) 一 7 了 | z(t) 一 为 转移 概率 . 由 于 这 种 转移 概率 不 依赖 于 
时 间 , 因 此 具有 稳定 性 ,我 们 用 常数 ps 来 表示 . 将 各 个 状态 之 间 的 转移 概率 用 一 个 
和 矩阵 表示 出 来 ,就 得 到 一 个 马尔 可 夫 问 题 ( 有 限 状态 稳定 的 马尔 可 夫 过 程 问题 ) 的 
数学 模型 : 


98@@ 改 涟 惟 当 否 才 沿 汉 对 
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pn pr pm 
称 和 矩阵 忆 为 一 步 转移 概率 矩阵 ,简称 转移 矩阵 . 由 于 转移 矩阵 P 的 每 行 都 是 独立 
的 分 布 ,所 以 每 行 的 元 素 满足 下 列 性 质 : 
宇 0, i, j=1,2, ,ns 


Sp 
j= 


由 图 3, 青 蛙 跳 路 的 一 步 转移 矩 阵 为 


pn pz pr 0 0.60 &1 
P= |pa pz pa|= |0.2 0.4 0.4|. 
pu ps ps 0.2 0.3 0.5 


3.3 马尔 可 夫 链 的 基本 方程 

马尔 可 夫 性 质 的 数学 描述 是 :对 任意 的 时 间 m, L 二 0, 0<m 二 mo 一 … 到 
m 二 m, 及 任意 的 状态 ,都 有 

P{z(m+L)=j| zm) = zm) = i, 
zx(m) =i} = P{z(m++L) =j|z(m) = i}, 
如 果 {z(2} 是 齐 次 的 ( 即 对 一 切 状态 i, j, 条 件 概率 P{zCm 十 L) 一 了 | zx(m) 二 让 
与 m 的 取 值 无 关 ) 则 4 
P{z(m+L)=j|zx(m) =i} = ps(L), 


*e@@@ 浇 形 证 琴 六 出 瑟 十 器 


ps (m+L) 一 Sipe tm py ys i,j 二 1, 2,…，,n, 其 中 ps(L) 为 L 步 转移 概率 . 
如 果 用 矩阵 PCm) 表 示 mm 步 转移 概率 ps (m) 组 成 的 矩阵 , 则 广 (mm 十 L) 一 
Dps (m) pw (L) 的 矩阵 表达 式 为 Plm 十 L) = P(m)P(L)，, 称 为 柯 尔 葛 哥 洛 夫 一 
查 普 时 方程 , 简 记 为 K -C 方程 . 
特别 地 , pi (2) 一 Dpapuci, 了 一 1, 2,…, nn) 或 者 P(2) = PP = P, 同 理 


有 Plm)=P”. 
设 P{zbm) == 让 二 p(tD), (i 二 1,2,…, 7 ,mm 过 0, 其 中 pi;(m) 为 系统 经 过 m 
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步 转移 后 处 于 状态 i 的 概率 , 则 户 (z) 一 Dope =- DoDprim— 的 ] 


(m1)i 记 u® = (p1(0), pa(0), ~ 加 00)) 为 系统 的 初始 状态 向 量 ， 则 zx” 一 
wu PCm) 二 wpP”",(m 二 1, 2,…), 称 we” 为 系统 经 过 疡 步 转移 后 的 分 布 , 则 
ve 为 初始 分 布 . 

以 上 介绍 了 很 多 与 马尔 可 夫 决策 相关 的 概念 ,下 面 我 们 将 通过 一 个 具体 的 例 
子 看 如 何 应 用 马尔 可 夫 决策 . 

例 4 某 工 厂 一 台 自 动 加 工 机 有 两 种 工作 状态 :正常 状态 和 故障 状态 . 在 每 个 
整数 钟点 的 起 始 时 刻 检查 机 器 的 工作 情况 , 若 机 器 处 于 正常 状态 , 则 让 它 继续 工 
作 ; 若 机 器 处 于 故障 状态 , 则 对 它 进行 检修 . 假设 处 于 正常 状态 的 机 器 ,在 1 小 时 后 
发 生 故 障 的 概率 为 0.05. 对 于 故障 机 器 有 两 种 检修 方案 可 供 选择 ,一 种 是 加 急 检 
修 , 在 1 小 时 内 排除 故障 的 概率 为 0.9; 一 种 是 常规 检修 ,在 1 小 时 内 排除 故障 的 
概率 为 0. 6. 已 知 这 台 机 器 正常 工作 1 小 时 可 收益 10 元 ,加 急 检修 1 小 时 费用 为 9 
元 ,常规 检修 1 小 时 费用 为 6 元 ,那么 , 当 机 器 出 现 故 障 时 ,应 选择 哪 种 检修 方案 排 
除 故 障 ? 

分 析 与 解 : 决策 目标 :使 机 器 的 生产 获得 最 大 的 收益 . 

行动 方案 :di :加 急 检修 jd, :常规 检修 . 

机 器 在 任何 整数 钟点 时 可 能 出 现 的 状态 :hh :正常 状态 ;ja :故障 状态 . 

这 里 机 器 在 第 ”小 时 的 工作 状态 X, 是 一 个 马尔 可 夫 链 ,于 是 我 们 考察 马尔 
可 夫 链 {X,) 在 行动 方案 di 和 ds 下 的 转移 概率 矩阵 

Ws 0.95 0.05 

行动 方案 di 的 转移 概率 矩阵 为 P = (,。 0 1 ) 
行动 方案 d 的 转移 概率 矩阵 为 P 一 (V0) 

由 此 可 见 , 马 尔 可 夫 链 {X,) 的 转移 概率 矩阵 与 所 采取 的 行动 方案 有 关 . 

下 面 ,我 们 考虑 机 器 在 时 间 段 [n,n 十 DCn 之 0) 内 的 收益 情况 . 当 机 器 在 时 
刻 处 于 正常 状态 时 ,行动 方案 di 和 行动 方案 d 在 该 时 间 段 内 的 收益 都 是 10 元 ; 
当 机 器 在 ”时 刻 处 于 故障 工作 状态 时 ,行动 方案 di 在 该 时 间 段 内 的 收益 是 一 9 
元 ,行动 方案 d: 在 该 时 间 段 内 的 收益 是 一 6 元 . 因此 ,机 器 在 时 间 段 [a, 十 1) 内 的 
收益 逢 阵 为 
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dd 
( 10 10 a 
一 9 —6/h, 
在 行动 方案 di 之 下 ,可 以 计算 机 器 各 个 时 刻 的 概率 分 布 . 例如 , 当 机 器 最 初 为 
正常 工作 状态 时 ,为 初始 分 布 
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zu@ 一 (加 (0) 加 (0)) 一 (1 0)， 


时 刻 1 的 分 布 为 
C0Y (0))P, = (1 of 9 0 %)= (0.95 0.05) 
yh Ea 0.9 0.1 生计 和 
时 刻 2 的 分 布 为 
0.95 0.05 
ac) =u?P, 一 (0.95 0. o5)( j= (0.9475 0.0525)， 
0.9 0.1 
时 刻 n 的 分 布 为 
um = uP =u ?P= =u"P, 


所 以 ,行动 方案 di 在 时 间 段 [n,n 十 1) 内 的 平均 收益 为 


Qa wD =u )=uP()= m0 po (2 
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类 似 地 ,行动 方案 d; 在 时 间 眉 [n, n 十 1) 内 的 平均 收益 为 和 
(nm) 10 Se a 10 

qd 人 (= 人 有 

本 0.95 0.05\"/10 决 

= (pi(0) p20 (06 64 ) (A 和 

. 
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如 果 我 们 只 关心 机 器 在 时 间 段 [z, ”十 1) 内 的 收益 ,就 可 以 通过 比较 QCd, n) 
和 QCds，n) 来 作出 决策 ,这 可 以 使 机 器 在 该 单位 时 间 段 内 获得 最 大 平均 收益 . 但 
是 ,这 样 获 得 的 决策 不 一 定 能 够 保证 在 [0, "十 1) 时 间 段 内 获得 最 大 平均 收益 . 例 
如 , 当 机 器 最 初 为 正常 状态 时 ,初始 分 布 为 (1 0), 表 4 列 出 了 Q(di, n) 和 
Q(ds，n) 的 取 值 情况 : 


表 4 Q(di，, nn) 和 0Q(d;, nn) 的 各 种 取 值 情况 


Q(di, n) 
1 9.0500 6 
| 2 9. 0025 8. 9200 7 9. 0000 8.7700 
| 3 9. 0001 8. 8220 8 9. 0000 8. 7695 
4 9. 0000 8.7877 9 9. 0000 8. 7693 
5 9. 0000 8.7757 10 9. 0000 8.7693 


由 表 4 可 以 看 出 , 仅 在 时 间 段 [1, 2) 内 ,行动 方案 d; 的 平均 收益 大 于 行动 方 
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案 di 的 平均 收益 . 按照 机 器 在 时 间 段 [1，2) 内 的 平均 收益 最 大 准则 选择 行动 方 
案 , 应 该 选择 行动 方案 心 . 但 是 如 果 机 器 运行 的 时 间 超 过 4 小 时 ,行动 方案 d; 就 
不 是 平均 收益 最 大 的 方案 了 (此 时 行动 方案 心 在 各 个 时 间 段 内 的 平均 收益 之 和 小 
于 行动 方案 di 的 平均 收益 之 和 ). 

一 般 地 ,在 各 行动 方案 所 对 应 的 状态 随 着 时 间 的 推移 而 形成 马尔 可 夫 链 的 情 
况 下 ,可 以 根据 情况 确定 选择 最 优 决策 的 准则 ,然后 利用 马尔 可 夫 链 的 性 质 来 计算 
各 行动 方案 的 平均 收益 (风险 ) ,以 选择 最 优 决策 . 这 样 的 决策 方法 称 为 马尔 可 夫 型 
决策 方法 . 在 马尔 可 夫 型 决策 方法 中 ,常用 的 选择 行动 方案 的 准则 包括 : 

短期 准则 :确定 某 一 时 刻 n, 使 得 在 [0, n 十 1) 时 间 段 内 获得 最 大 平均 收益 或 
最 小 风险 ; 

长 期 准则 :使 得 在 [0, 十 cc) 时 间 段 内 获得 最 大 平均 收益 或 最 小 风险 . 

如 果 考 虑 短期 效益 ,应 该 用 短期 准则 选择 行动 方案 ;如 果 考 虑 长 期 效益 , 则 应 
该 用 长 期 准则 来 选择 行动 方案 . 


3.4 长 期 准则 下 的 马尔 可 夫 型 决策 理论 


将 色 有 各 到 如果” 时 刻 的 分 布 w 能 使 马尔 可 夫 链 在 ”以 后 各 个 时 刻 的 分 布 
相等 , 即 w= 二 zwP, 其 中 为 该 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 , 则 称 w 为 该 马尔 可 夫 
链 的 一 个 平稳 分 布 . 

比如 ,在 例 4 中 的 行动 方案 di 之 下 ,假设 二 (w， rw) 为 {X,} 的 平稳 分 布 ， 


则 


*ee@@ 长 连 并 才 下 才 沿 浊 对 


0.95 0. a 


| wz )= (wi wl(0s 0.1 


wi 十 wa 二 1， 
并 且 ww 之 0, ww 之 0, 则 w= (w，ww) = (起 吉 ). 
在 行动 方案 d; 之 下 ,假设 w = (ww zw) 为 {X,) 的 平稳 分 布 , 则 


0.95 0.05 
. wa ) = (wh w) (0 oa ) 
wi 二 tw = 1, 
并 且 w 宇 0, ws 宇 0; 则 w= (ww w) = ( 接 直 ). 


例 5， 甲 、 乙 两 名 同学 进行 一 场 趣味 乒乓 球 比赛 ,约定 :每 打 1 球 ,给 获胜 者 记 
1 分 . 当 甲 同 学 比 乙 同 学 多 赢 2 分 时 , 甲 同学 获胜 ; 当 乙 同学 比 甲 同 学 多 赢 1 分 时 ， 
乙 同 学 获胜 . 已 知 每 打 1 球 , 甲 同学 赢 1 分 的 概率 为 p 二 0.75, 乙 同学 赢 1 分 的 概 
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率 为 gq 二 0. 25. 问 在 打 了 个 球 后 ,车 用 Y, 表示 甲 同学 与 乙 同 学 的 得 分 之 差 , 那 
么 {Y,} 是 马尔 可 夫 链 吗 ? 如 果 是 , 求 其 平稳 分 布 ( 在 打 了 个 球 分 出 胜 负 的 情况 
下 ,约定 Yn 二 YY,，k==1,2,…). 
分 析 与 解 : 由 题 意 知 ,Y, 的 可 能 取 值 为 一 1, 0, 1, 2. 在 已 知 Y, 二 i, (i 二 一 1， 
0,， 1，2) 的 情况 下 ,Y,+1 的 分 布 与 个 球 之 前 两 名 同学 的 得 分 情况 无 关 , 所 以 {Y,} 
具有 马尔 可 夫 性 , 即 {Y,} 为 马尔 可 夫 链 ,其 状态 空间 为 {一 1, 0, 1, 2). 
进一步 地 , 设 Yn 一 了， (j = 一 1, 0, 1, 2)， 


则 从 状态 0 到 状态 j 的 转移 概率 为 
0.25，j = 一 1， 
po = PC =j|Y, =0) | 75, j=1, 
0， 其 他 . 
则 从 状态 1 到 状态 j 的 转移 概率 为 
0.25， 了 一 0 
py = PY =j|1Y, = 1) 75，7 一 2， 第 
0， 其 他 . 
当 Y, = 一 1 时 , 乙 同学 获胜 ,比赛 结束 ,这 时 可 以 认为 Y+ 一 一 1, 所 有 从 状态 及 
和 1，7 = 一 1， 与 
一 1 到 状态 7 的 转移 概率 为 py 一 PCY 一 了 | Y, 二 一 1) 一 ; 
人 其 他 . 策 
类 似 地 ,从 状态 2 到 状态 7 的 转移 概率 为 bx = P(Y 一 了 | Y= 2) 一 ® 
1，J 一 2. ® 
0， 其 他 . | 
因此 ,马尔 可 夫 链 {Y, } 的 转移 概率 矩阵 为 
1 0 0 0 
P_|.25 0 075 0 
lo 0.25 0 075| 
0 0 0 1 
设 {Y,) 的 平稳 分 布 凤 = (w， w。 ws vw). 将 转移 概率 矩阵 的 表达 式 代 入 
也 一 zuP, 得 
wi 十 0. 25ros 一 zy 
0. 25ws 一 ww， 
0.75ru = ws, 
0.75ws 十 ru = ws, 
wi 十 wz 十 ws 十 ws 二 1， 
Dh aa 


解 方程 组 ,得 其 非 负 解 为 w 一 ay w 一 0, ws 一 0, w 二 1 一 4, 其 中 a € [0， 
J. 因此 ,{Y,} 有 无 穷 多 个 平稳 分 布 . 

给 定 一 个 马尔 可 夫 链 , 它 有 唯一 的 平稳 分 布 的 充分 必要 条 件 是 方程 组 w 一 
wP 有 唯一 的 非 负 解 . 因此 ,只 要 方程 组 w 一 wP 有 唯一 的 非 负 解 , 则 无 论 初始 分 
布 是 什么 , 随 着 时 间 的 推移 ,该 马尔 可 夫 链 在 时 刻 的 分 布 都 会 稳定 于 唯一 的 平稳 
分 布 . 

在 长 期 准则 中 ,平稳 分 布 的 作用 相当 于 风险 型 决策 中 的 状态 分 布 . 在 这 种 观点 
之 下 ,用 长 期 准则 进行 决策 的 方法 就 基本 等 价 于 风险 型 决策 ,只 是 这 里 的 平稳 分 布 
需要 利用 马尔 可 夫 性 计算 . 由 于 在 长 期 准则 中 平稳 分 布 起 着 重要 的 作用 ,因此 也 把 
长 期 准则 称 为 平稳 准则 . 

用 平稳 准则 进行 马尔 可 夫 型 决策 的 具体 实施 步骤 如 下 : 

第 一 步 ,根据 问题 的 背景 ,确定 所 研究 的 对 象 是 否 可 以 用 马尔 可 夫 链 描述 . 如 
果 可 以 ,就 明确 问题 的 决策 目标 ,然后 执行 第 二 步 ; 否 则 ,选用 其 他 决策 方法 . 

第 二 步 ,确定 马尔 可 夫 链 所 有 可 供 选 择 的 行动 方案 、 可 能 出 现 的 状态 ,损益 函 
数 或 损益 矩阵 . 

第 三 步 ,对 于 给 定 的 行动 方案 ,确定 马尔 可 夫 链 在 该 行动 方案 下 的 转移 概率 矩 
阵 , 用 w = wP 判断 相应 的 平稳 分 布 是 否 唯一 . 

第 四 步 ,如 果 各 个 行动 方案 所 对 应 的 平稳 分 布 都 唯一 ,就 可 以 用 平稳 准则 选择 
行动 方案 . 

例 6 (广告 方案 的 选择 ) 某 公司 为 了 扩大 一 项 产品 的 市 场 ,以 相同 的 成 本 制 
作 了 两 个 不 同 风格 的 电视 广告 ,长 度 都 是 20 秒 . 为 了 了 解 广告 的 播 出 效果 ,该 公司 
在 两 个 地 区 进行 了 实验 ,发 现 顾客 群 的 转移 规律 如 下 : 

1. 在 这 两 个 地 区 没有 播 出 广告 之 前 ,该 公司 的 顾客 群 中 有 40% 转 为 其 他 公司 
的 顾客 ;而 其 他 公司 的 顾客 群 中 有 20% 转 为 该 公司 的 顾客 . 

2. 在 第 1 个 实验 区 播 出 第 1 个 广告 一 段 时 间 后 ,该 公司 的 顾客 群 中 有 30% 转 
为 其 他 公司 的 顾客 ;而 其 他 公司 的 顾客 群 中 有 20% 转 为 该 公司 的 顾客 . 

3. 在 第 2 个 实验 区 播 出 第 2 个 广告 一 段 时 间 后 ,该 公司 的 顾客 群 中 有 20% 转 
为 其 他 公司 的 顾客 ;而 其 他 公司 的 顾客 群 中 有 10% 转 为 该 公司 的 顾客 . 

该 公司 面临 的 决策 是 :是 否 应 该 播 出 广告 ;如 果 决 定 播 出 ,应 该 选用 哪 一 个 
广告 ? 

分 析 与 解 : 根据 这 个 问题 的 实际 背景 ,可 以 认为 消费 者 对 产品 的 选择 随时 间 
的 变化 而 变化 ,具有 马尔 可 夫 性 ,并 且 我 们 需要 考虑 的 是 广告 的 长 期 效益 . 

共有 3 种 行动 方案 可 供 选 择 :di :不 播 出 广告 ; 

di: 播 出 第 1 个 广告 ; 
4d;: 播 出 第 2 个 广告 . 


-ee@@ 候 涟 各 当 于 才 溃 当时 
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共有 2 种 不 同 的 状态 :ha :顾客 选择 该 公司 的 产品 ; 
hs :顾客 选择 其 他 公司 的 产品 . 
我 们 可 以 认为 , 当 顾 客 选择 该 公司 的 产品 时 ,该 公司 就 获得 收益 ,否则 该 公司 
的 收益 为 0. 因此 ,收益 函数 可 定义 为 
qldi, hi) = 1, gq(di, h,) = 0, 
q(d;, hi) = 1, gq(d;, hs) = 0, 
gl(ds, hi) = 1, gq(d;, h,) = 0, 


收益 逢 阵 为 Q== (” 。 路 


由 顾客 转移 规律 1 知 : 当 选择 行动 方案 di 时 ,马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 为 


( Ee 


0.2 0.8 

由 顾客 转移 规律 2 知 :当选 择 行动 方案 d; 时 ,马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 为 第 
0.7 0.3 十 

Sp {0s ps}: 生 

由 顾客 转移 规律 3 知 :当选 择 行动 方案 d 时 ,马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 为 全 
与 

_ /0.8 0.2 当 

me (wa o 四 策 

2 

当选 择 行动 方案 di 时 ,平稳 分 布 为 (十 、 忆 ). 因此 ,行动 方案 di 所 对 应 的 平 


稳 平 均 收益 为 Qcd) 二 (于 凶 )())= 


当选 择 行动 方案 d 时 ,平稳 分 布 为 (也 、 写 ). 因此 ,行动 方案 d; 所 对 应 的 平 


稳 平 均 收益 为 Qcd,) = (三立 )()= 


当选 择 行动 方案 ds 时 ,平稳 分 布 为 (十 、 了 之 ). 因此 ,行动 方案 心 所 对 应 的 平 
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稳 平均 收益 为 Q(ds) = (于 邓 ) (1)= 


所 以 应 该 选用 行动 方案 d; , 即 “ 播 出 第 1 个 广告 ”. 
本 章 思 考题 
1. 根据 气象 预报 , 某 地 区 近期 有 小 洪水 的 概率 为 0. 25, 有 大 洪水 的 概率 为 0. 01. 
es。 


该 地 区 某 工 地 上 有 一 台大 型 设备 , 明 到 大 洪水 时 要 损失 6 0000 元 , 遇 到 小 洪水 
时 要 损失 1 0000 元 .为 保护 设备 ,有 以 下 3 种 方案 可 供 选 择 : 
方案 1: 运 走 设备 ,搬运 费 为 3800 元 ; 
方案 2: 建 设 保护 围墙 ,建设 费 为 2000 元 ,但 围墙 只 能 防 小 洪水 ; 
方案 3: 不 采取 措施 ,希望 不 发 生 洪水 . 
(1) 你 会 选择 哪个 方案 ? 为 什么 ? 
(2) 如 果 小 洪水 的 概率 不 变 ,大 洪水 的 概率 为 p, 试 进行 敏感 性 分 析 . 
2. 某 地 的 农业 银行 对 每 笔 5000 元 的 借款 申请 有 三 种 处 理 方法 : 
@ 不 检查 信用 ,立即 按 申请 办 理 ; 
@ 在 草率 地 检查 信用 后 ,同意 或 不 同意 申请 ; 
@ 在 广泛 地 调查 信用 后 ,同意 或 不 同意 申请 . 
下 面 是 与 问题 有 关 的 数据 : 
@@ 的 信用 检查 费 10 元 ; 
@ 的 信用 调查 费 200 元 . 
付 还 借款 的 利息 收入 1000 元 ; 
不 付 还 借款 的 损失 5000 元 (假定 所 有 借款 只 有 不 付 还 和 全 部 还 清 两 种 情况 ). 
农行 以 前 的 营业 资料 表明 80% 的 借款 可 以 付 还 . 


经 草率 检查 为 “信用 好 ”的 申请 人 占 、 , 付 还 借款 的 概率 是 0.9; 


ee@@ 改 严 并 雪 孙 媳 沿 当 对 


经 草率 检查 为 “信用 差 的 申请 人 占 十 , 付 还 借款 的 概率 是 0.2. 
经 广泛 调查 为 “信用 好 ”的 申请 人 占 专 , 付 还 借款 的 概率 是 1; 


经 广泛 调查 为 “信用 差 ” 的 申请 人 占 二 , 付 还 借款 的 概率 是 0. 


试用 决策 树 帮 助 农行 决定 使 用 哪 种 处 理 方法 . 

3. 某 地 区 有 甲乙 、 丙 三 家 公司 ,历史 上 三 家 产品 分 别 拥有 该 地 区 50%，30%， 
20% 的 市 场 . 不久 前 丙 公 司 制定 一 项 将 甲乙 公司 顾客 吸引 到 本 公司 的 销售 与 
服务 方针 . 市 场 调查 表明 ,在 丙 公 司 新 方针 影响 下 ,一 个 季度 后 , 甲 公司 顾客 只 
有 70% 仍 购买 甲 产 品 ,而 10%，20% 的 顾客 分 别 转 向 乙 、 丙 ;公司 乙 将 有 80% 
老 顾 客 , 余 下 各 一 半 转 向 甲 . 丙 ; 丙 公 司 保持 90%% 老 顾客 ,余下 各 一 半 转 向 甲 、 
乙 . 设 销售 趋势 一 直 不 变 . 

(1) 求 一 步 转移 概率 矩阵 ; 
(2) 求 三 个 公司 在 第 一 季度 、 第 二 季度 拥有 的 销售 份额 ; 
(3) 求 三 个 公司 最 终 拥有 的 销售 份额 . 
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第 十 五 章 趣味 图 论 


本 章 我 们 将 从 两 个 角度 即 数学 竞赛 与 数学 建 模 来 讨论 图 论 问题 . 


$1 数学 竞赛 中 的 图 论 问题 


图 论 中 研究 的 图 可 以 看 成 是 具体 问题 的 抽象 化 . 例如 :一 群 人 中 ,有 的 两 个 人 
是 相互 认识 的 ,有 的 是 互相 不 认识 的 ;若干 个 大 城市 ,有 的 两 个 城市 之 间 有 航线 相 
通 , 有 的 没有 航线 相通 ;平面 上 的 一 个 点 集合 ,其 中 有 的 任意 两 点 距离 为 1, 有 的 两 
点 距离 不 为 1. 在 上 面 这 些 问 题 中 ,都 包含 两 方面 的 内 容 :其 一 是 一 些 “ 对 象 ”, 如 : 
人 ,城市 ,点 等 ;其 二 是 这 些 对 象 两 两 之 间 的 某 种 特定 关系 ,如 :认识 ,通航 ,距离 为 
1. 为 了 表示 这 些 对 象 和 他 们 之 间 的 关系 ,我 们 可 以 用 一 个 点 表示 一 个 对 象 , 称 这 些 
点 为 顶点 ;如 果 两 个 对 象 之 间 有 所 讨论 的 关系 ,就 在 相应 的 两 点 之 间 连 上 一 条 线 ， 
称 这 些 线 为 边 . 这 样 就 构成 了 一 个 图 . 


1.1 图 论 中 的 图 与 中 学 几何 里 的 图 的 区 别 


在 图 论 直观 的 叙述 定义 中 ,并 没有 规定 这 些 顶 点 的 位 置 以 及 边 的 曲直 长 短 ,也 
没有 规定 这 些 边 以 及 项 点 都 要 在 同一 个 平面 内 ,并 且 要 求 作为 连结 两 点 的 边 不 要 
通过 第 三 点 ,也 不 要 与 自己 相交 ,研究 的 是 蕴涵 在 图 形 中 的 点 之 间 的 关系 . 中 学 里 
的 图 强调 的 是 形 , 即 位 置 ,曲直 长 短 ,大 小 等 . 

在 图 论 中 注重 同 构 关系 . 如 果 两 个 图 G 与 G' 的 顶点 之 间 可 以 建立 起 一 一 对 
应 ,并 且 G 中 连结 顶点 与 w 之 间 的 边 数 相 邻 情况 与 G 中 的 相应 的 顶点 相 邻 的 
情况 相同 时 , 称 图 G 与 G' 是 同 构 的 ,认为 G 与 G' 是 相同 的 图 . 

图 论 研究 方向 的 主要 分 类 :组 合 图 论 . 代 数 图 论 、 极 值 图 论 、 拓 扑 图 论 和 随机 
图 论 . 

图 论 中 的 主要 证 明 方法 有 直接 分 具体 的 各 种 情况 进行 验证 ,归纳 法 (对 顶点 数 
nn 或 者 边 数 m 进行 归纳 ) 、 反 证 法 和 构造 法 (构造 特殊 图 类 进行 论证 ). 
m0 
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1.2 基本 概念 


图 论 是 以 图 作为 研究 对 象 的 一 个 数学 分 支 ,因此 关于 图 的 一 些 基本 概念 和 性 
质 我 们 需要 了 解 . 

定义 15 呈 ” 所 谓 图 是 指 由 一 些 点 以 及 连结 这 些 点 对 的 一 些 线段 构成 的 图 
形 ,用 来 直观 地 表示 具有 某 种 二 元 关系 的 集合 . 

定义 11 国 若 在 一 个 图 G 中 的 两 个 顶点 vi 与 v; 之 间 有 边 e 相连 , 则 称 点 v 
与 v; 是 相 邻 的 ,否则 就 称 点 v 与 w 是 不 相 邻 的 . 

症 久 6 如果 顶 点 v 是 边 e 的 一 个 端点 , 称 点 "与 边 e 是 关联 的 . 

定义 5 殉 ”有 些 顶 点 自身 也 有 边 相 连 ,这 样 的 边 称 为 环 . 

定 久 16 连结 两 个 顶点 的 边 有 时 可 能 不 止 一 条 , 若 两 个 顶点 之 间 有 A( 之 
2) 条 边 相连 , 则 称 这 些 边 为 平行 边 . 

定义 84686 如 果 一 个 图 没有 环 ,并 且 没 有 平行 边 ,这 样 的 图 称 为 简单 图 . 

在 简单 图 中 ,连结 顶点 w 与 v 之 间 的 边 可 用 (vw， vw) 表 示 . 当然 , (vi, vw) 与 
(vj， vi) 表 示 的 是 同一 条 边 . 

害 当 16 久 ”如 果 一 个 简单 图 中 ,任意 两 个 顶点 之 间 都 有 一 条 边 ,这 样 的 图 称 
为 完全 图 . 通常 将 有 个 顶点 的 完全 图 记 为 K，. 


根据 定义 ,可 以 直接 得 到 完全 图 的 边 的 数目 是 < 于 卫 . 


定义 16 吗 在 图 G = (V，E) 中 , 若 顶点 个 数 |1V|(|V| 也 称 为 G 的 阶 ) 和 边 
数 |E| 都 是 有 限 的 , 则 称 图 G 是 有 限 图 . 如 果 |V| 或 | 下 | 是 无 限 的 , 则 称 G 为 无 
限 图 . 

除非 特别 说 明 ,我 们 所 说 的 图 都 是 指 有 限 简单 图 . 

例 1 某 大 型 聚会 有 605 个 人 参加 . 已 知 他 们 每 一 个 人 都 至 少 和 其 中 的 另 一 
个 人 握 过 手 . 证 明 : 必 有 一 个 人 至 少 和 其 中 两 个 人 握 过 手 . 

分 析 与 证 明 : 本 例 要 证 明 的 是 必 有 一 个 人 至 少 和 其 中 两 个 人 握 过 手 . 倘若 不 
然 , 则 每 一 个 至 多 和 其 中 一 个 人 握 过 手 , 再 从 题 设 的 每 一 个 人 都 至 少 和 其 中 的 另 一 
个 人 握 过 手 , 于 是 便 有 ,每 一 个 人 恰 与 其 他 另 一 个 人 握 过 手 . 将 605 个 人 用 605 个 
点 芒 ，ww，*…，voos 表 示 , 如 果 其 中 两 个 人 握 过 手 ,就 在 相应 的 顶点 之 间 连 一 条 边 ， 
图 G 恰 由 若干 个 两 点 间 连 一 条 边 的 图 形 构成 . 

设 图 G 有 r 条 边 , 则 G 便 有 2r( 偶 数 ) 个 顶点 ,这 与 。 
G 的 顶点 数 为 605( 奇 数 ) 矛 盾 . 本 例 得 以 证 明 . 

定 观 条 晒图 G 中 与 顶点 v 关联 的 边 数 (约定 环 | | 
计 两 次 ) 称 为 图 G 中 顶点 v 的 度 ( 或 次 数 ) , 记 为 do(w).， 3 
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在 不 致 混淆 的 时 候 , 简 记 为 4(v). 我们 用 3(G) 与 A(G) 分 别 表 示 G 中 顶点 的 最 小 
度 和 最 大 度 ,也 分 别 简 记 为 6 和 A. 
设 G 是 n 阶 图 , 则 G 中 个 顶点 的 度 之 和 等 于 边 数 的 两 倍 . 记 G 
中 的 nn 个 顶点 为 ,ww，…，v,, 边 数 为 e, 则 
dm) 十 dm) 十 … 十 du) = 2e. 


对 于 任意 的 图 G, 奇 顶点 (从 一 个 顶点 引出 的 边 数 为 奇数 条 的 顶 
点 称 为 奇 顶点 ) 的 个 数 一 定 是 偶数 . 

例 2 一 条 河 的 两 岸 有 一 些 城市 ,城市 的 总 数 不 少 于 3 个 . 城市 由 一 些 航 线 连 
结 着 ,每 条 航线 将 位 于 两 岸 的 一 对 城市 联系 在 一 起 ,每 个 城市 恰好 与 另 一 边 的 & 个 
城市 连结 . 人 们 可 以 在 任何 两 座 城市 之 间 往 来 . 证 明 :如 果 航 线 中 有 一 条 被 取消 ,人 
们 还 是 可 以 在 任何 两 座 城市 之 间 往 来 (1996 年 第 10 届 伊 朗 数 学 奥林匹克 试题 ). 

证 明 : 不 妨 称 河 的 两 岸 分 别 为 北岸 和 南岸 . 北岸 的 个 城市 用 点 zl ，zz ，…， 
加 表示 ,其 中 全 体 记 为 X = {zi，zz，…，z}; 南岸 的 m 个 城市 用 点 y1， yz ，…， 
ym 表示 ,其 中 全 体 记 为 了 Y 一 (2 ，y ，…，ym)}. 

如 果 北 岸 的 城市 z; 与 南岸 的 城市 y; 之 间 有 航线 , 则 连结 成 为 边 (z;，y;) ,所 
有 的 边 组 成 的 集合 记 为 E. 这 就 得 到 了 一 个 有 顶点 集 X,Y 与 边 集 EE 构成 的 图 , 称 
为 二 部 图 ,也 称 为 偶 图 , 记 为 G = (X,Y; E). 

题 中 的 后 两 个 条 件 即 是 :由 任 一 顶点 引出 的 边 是 条 ;图 G 是 连通 的 , 即 任意 
两 个 顶点 之 间 都 有 若干 条 边 连结 而 成 的 路 . 题目 的 结论 是 :从 EE 中 删 去 任意 一 条 
边 e, 图 G 二 (X,Y; 下 一 e) 仍然 是 连通 的 . 

因为 每 个 顶点 恰 与 A 条 边 相关 联 ,所 以 有 | X 1k 二 |E|=|Y|&, 其 中 |X|， 
|E|, |Y| 表 示 集 合 X, E, Y 中 元 素 的 个 数 . 于 是 有 |X|=|Y |, 即 n=m. 又 因 
1XI+|lY| 宇 3, 所 以 |X|1=|Y | 宇 2. 

现 去 掉 G 的 一 条 边 , 得 到 的 图 为 G'. 若 G' 不 连通 , 则 G' 由 两 个 连通 部 分 G1， 
G 构成 . 

设 X= XU X, XN X= 8, 

Y=Y.UY, YNY,=%, 
G 一 (Xi Yi Ei), G: = (X:, Y,; E,). 


去 掉 的 一 条 边 是 连结 Xi 与 Y, 的 顶点 , 则 
po sb 
| X2 | 一 | E |=|Y, |k—1, 


从 而 (| Xi | 一 | Yi Dk 二 1, 得 到 k= 二 1. 
又 G 连 通 , 则 |X|=1, 与 1X | 宇 2 蔬 盾 . 故 G 连 通 , 从 而 结论 成 立 . 
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1.3” 托 兰 定理 


1941 年 ,匈牙利 数学 家 托 兰 (Turan) 为 了 回答 这 样 的 问题 ;“n 个 顶点 的 图 G 
不 包含 mm 个 顶点 的 完全 图 天。, 则 图 G 的 最 大 边 数 是 多 少 ?” 而 提出 的 著名 定理 ,从 
而 开创 了 图 论 研究 的 一 个 新 方向 “ 极 图 理论 ”, 极 图 理论 是 近年 来 图 论 中 比较 活跃 
的 分 支 之 一 . 

定义 55 量 0 如 果 图 G 的 顶点 集 V 可 以 分 解 为 & 个 两 两 不 交 非 空子 集 的 
并 , 即 

V=V UViU UV VNV = ,izj, 
并 且 没 有 一 条 边 ,其 两 个 端点 都 在 上 述 同 一 子 集 内 ,我 们 称 这 样 的 图 G 为 k 部 图 . 
记 为 G= (Vi, Vo, …, Vis E). 

荆 色 16 如果 在 一 个 4 部 图 G = (Vi, Va,…, Vi E) 中 , | Vi |= mm.. 
任何 两 点 wE€ Vi, vE Vj, (i 闫 j,iyj 二 1,2，…,k), 均 有 w 和 vw 相 邻 , 则 称 G 
是 完全 上 部 图 , 记 为 Km mm 

有 个 顶点 且 不 含 三 角形 的 图 G 的 最 大 边 数 为 [ 互 ]. 

ES 设 ,， 阶 图 G 不 含 K。n, 则 G 的 边 数 e(G) 之 ealm), 其 中 
ebm) 一 CL 十 om 一 DCih ,= [去] 

例 3 在 有 8 个 顶点 的 简单 图 中 ,没有 四 边 形 ( 即 由 四 点 A，B，C，D 和 四 条 
边 AB, BC, CD, DA 组 成 的 图 ) 的 图 的 边 数 的 最 大 值 是 多 少 (1992 年 中 国 数学 奥 
林 匹 克 试 题 )? 

解 : 首先 ,如 图 1 所 示 , 图 中 有 8 个 顶点 和 11 条 边 ,但 
其 中 没有 四 边 形 . 下 面 我 们 证 明 : 若 一 个 简单 图 有 12 条 
边 , 则 其 中 一 定 含 有 四 边 形 . 


8@@@ 这 困 录 了 秽 圳 十 浇 


首先 指出 两 个 明显 事实 : 
(a) 设 A 天 已 是 两 个 顶点 . 如 果 点 A 与 点 C，…，C， 
均 有 边 相连 ,B 至 少 与 {C,，…， Ce} 中 的 两 点 分 别 有 边 相 4 


连 , 则 图 中 必 有 四 边 形 . 

(b) 如 果 4 点 之 间 连 有 5 条 边 , 则 图 中 必 有 四 边 形 . 

设 有 8 个 顶点 ,12 条 边 的 图 中 没有 四 边 形 , 其 中 点 A 是 引出 边 最 多 的 顶点 
之 一， 
(1D) 设 A 共 引 出 s 之 5 条 边 ,与 A 有 边 相 连 的 顶点 的 集合 为 S, 除 点 A 及 S 中 
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的 点 之 外 的 所 有 顶点 的 集合 记 为 了 . 于 是 由 (a) 和 (b) 知 ,S 中 点 之 间 连 线 数 不 超 过 
[过 ] ,了 中 点 之 间 连 线 数 至 多 为 Cin ,S 与 了 之 间 连 线 数 至 多 为 |T|. 因而 ,图 中 连 
线 总 数 至 多 为 


s+[ 计 ti Titcin =7+[ 计 |+ch， 


当 s 宇 5 时 , 边 数 小 于 12, 矛 盾 . 

(2) 点 A 恰 引出 4 条 边 : AA;(j 一 1, 2, 3, 4). 设 另 外 3 点 是 B, ，B: ，B;. 于 
是 {A1,， A,，A:, A,} 之 间 至 多 有 两 条 边 ,{Bl，B,，B;) 之 间 至 多 有 3 条 边 , 这 两 个 
点 集 之 间 至 多 3 条 边 . 因为 图 中 共有 12 条 边 , 故 知 3 类 边 数 丛 分 别 为 2，3，3. 不 
妨 设 第 3 组 的 3 条 边 为 A;B;(j = 1, 2, 3). 因为 第 1 组 有 两 条 边 且 二 者 没有 公共 
端点 , 故 {Al，As，A;) 之 间 有 一 条 边 , 不 妨 设 为 A,A: ,于 是 A1AsB,Bi 为 四 边 形 ， 
矛盾 . 

(3) 点 A 恰 引出 3 条 边 ,从 而 每 点 都 引出 3 条 边 . 设 点 A 和 B 之 间 没 有 连 线 ， 


高 两 点 各 引出 的 3 条 线 分 别 为 AA;, BB;(j = 1, 2, 3). 于 是 由 (a) 知 {Al ,As， As} 
点 与 {B1， B,，B,) 至 多 有 1 个 公共 点 . 
的 ”如果 两 者 没有 公共 点 , 则 它们 的 各 3 点 间 都 至 多 有 一 条 边 ,两 个 三 点 集 之 间 至 
等 多 有 3 条 连 线 . 从 而 图 中 连 线 总 数 至 多 为 11 ,矛盾 . 
于 。 如 果 两 个 三 点 集 之 间 丛 有 1 个 公共 点 , 则 考察 第 8 点 C. 由 抽 屋 原理 知 , 它 引 
”出 的 3 条 边 中 必 有 两 条 引 向 同一 个 三 点 集 ,这 导致 四 边 形 ,矛盾 . 
s 。。。 综 上 ,我 们 证 明了 在 有 8 个 顶点 和 12 条 边 的 图 中 必 有 四边形 ,从 而 所 求 边 数 

的 最 大 值 为 1. 

1.4 树 


在 各 种 各 样 的 图 中 ,有 一 类 简单 而 重要 的 图 ,就 是 所 谓 的 “ 树 ”. 

证 多 到 3 在 图 G 中 ,一 个 由 不 同 的 边 组 成 的 序列 e ，e;，…，e，. 如 果 其 
中 的 @ = (vi, v0), i 二 1,2,…,m, 称 这 个 序列 是 从 点 vo 到 w 的 链 . w 与 ww 
称 为 这 条 链 的 端点 ,并 且 记 这 条 链 为 mm …uw 

证 6 和 3 如 果 一 条 链 的 两 个 端点 w 与 v 重合 , 称 这 条 链 为 图 . 

室 5 唱和 一 个 连通 且 没有 圈 的 图 称 为 树 . 通常 用 字母 工 来 表示 树 . 

证 久生 曙 5 一 个 不 含 圈 的 图 必定 是 由 一 个 或 者 数 个 顶点 不 交 的 树 所 组 成 
的 ,我 们 称 这 样 的 图 为 森林 . 

如 果树 工 的 顶点 数 宇 2, 则 工 中 至 少 有 两 个 悬挂 点 ( 度 为 1 的 点 ). 

设 树 的 顶点 数 为 n, 则 它 的 边 数 e 二 ”一 1 
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设 荆 是 有 n 个 顶点 ,e 条 边 的 图 . 则 下 述 三 个 命题 是 等 价 的 ， 

(1) 图 工 是 树 . 

(2) 图 工 无 圈 , 并 且 e 一 2 一 1. 

(3) 图 工 连通 ,并 且 e 二 一 1. 

例 4 在 一 次 演讲 中 ,有 五 名 数学 家 每 人 均 打 两 次 师 , 并 且 每 两 人 均 有 同时 打 
吨 的 时 刻 . 证明; 一 定 有 三 个 人 ,他 们 有 同时 打 师 的 时 刻 . 

证 明 : 作 图 G: 用 翅 , ww,，…, vo 这 10 个 顶点 表示 这 五 位 数学 家 的 十 次 上 师 , 当 
且 仅 当 第 i 次 虑 与 第 j 次 上 虹 有 共同 时 刻 时 ,在 vw 与 v; 之 间 连 一 条 边 . 由 题 意 ,每 两 
个 数学 家 均 有 同时 在 打上 师 的 时 刻 ,从 而 图 G 中 的 边 数 至 少 是 C3 二 10 条. 而 图 G 的 
顶点 数 为 10, 故 G 中 必 有 图. 

设 这 个 圈 为 ww ，w，…, 世 ，vi , 且 也 是 圈 中 最 先 结束 的 一 个 睫 ,那么 当 邮 
刚 结束 时 ,ws 及 w, 还 在 进行 ,这 就 证 明了 有 三 个 数学 家 有 同时 打 师 的 时 刻 . 


1.5 欧 拉 问题 


欧 拉 (Euler) 问 题 起 源 于 著名 的 七 桥 游戏 . 位 于 欧洲 的 哥 尼 斯 堡 的 普 莱 格 尔 河 
有 两 个 岛 A 与 DD, 河 上 有 七 座 桥 连 接 这 两 个 岛 和 河 的 两 岸 B 与 C( 图 2). 问 :一 个 
旅游 者 能 否 通过 每 座 桥 一 次 而 且 仅 有 一 次 . 
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图 3 


欧 拉 把 问题 转化 为 一 笔画 问题 :能 否 一 笔画 出 这 个 图 ,使 每 条 边 都 没有 遗漏 也 
没有 重复 ? 而 一 笔画 出 的 图 并 未 一 定 要 求 最 后 回 到 原来 的 出 发 点 . 如 图 3 所 示 . 该 ， 
问题 的 解决 需要 用 到 下 面 的 定理 . 

有 限 图 G 可 以 一 笔画 的 充 要 条 件 是 :G 是 连通 的 ,并 且 奇 顶点 的 

个 数 等 于 0 或 2. 当 且 仅 当 奇 顶点 的 个 数 等 于 0 时 ,连通 图 G 是 一 个 圈 ( 回 到 原来 
的 出 发 点 ). 
可 到 上 面 的 欧 拉 问 题 , 从 图 3 可 以 发 现 它 是 一 个 连通 图 ,一 共有 4 个 顶点 且 每 
个 都 是 奇数 ,根据 定理 15. 8, 该 图 无 法 一 笔画 出 , 即 一 个 旅游 者 不 能 通过 每 座 桥 一 
次 而 且 仅 有 一 次 . 

如 果 连 通 图 G 有 2 个 奇 顶点 , 则 图 G 可 以 用 笔画 成 ,并 且 至 
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少 要 用 上 笔 才能 画 成 . 

例 5 图 4 是 一 丹 房 子 的 平面 图 形 ,前 门 进入 是 一 
个 客厅 ,由 客厅 可 通 向 四 个 房间 ,如 果 现在 你 由 前 门 进 KK 
去 ,能 否 通过 所 有 的 门 走 遍 所 有 的 房间 和 客厅 ,然后 从 一 


后 门 走出 ,而 且 要 求 每 扇 门 只 能 进出 一 次 . 


解 : 从 结果 来 说 是 否定 的 . 因为 把 5 个 房间 以 及 前 1 抽 1 
门 外 面 和 后 门 外 面 作为 顶点 ,两 个 地 方 有 门 相通 就 在 相 
应 的 顶点 之 间 连 一 条 边 ,得 到 图 G, 在 图 G 中 , 奇 顶点 的 人 
个 数 是 4, 故 G 不 是 一 条 链 ,所 以 问题 的 答案 是 否定 的 . 

1.6 ”哈密 顿 问题 


1856 年 ,英国 著名 数学 家 哈密 顿 (Hamilton) 提 出 一 个 名 为 “ 环 游 世界 ”的 游 
戏 . 他 用 一 个 正 十 二 面体 (图 5) 的 二 十 个 顶点 代表 二 十 个 大 城市 ,要 求 沿 着 棱 , 从 
一 个 城市 出 发 ,经 过 每 个 城市 恰好 一 次 ,然后 回 到 出 发 点 (图 6). 
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定妆 6 图 中 若 存在 一 链 , 它 经 过 图 上 各 个 顶点 一 次 且 仅 有 一 次 ,这 条 
链 就 称 为 哈密 顿 链 ( 圈 ). 一 个 图 若 包含 哈密 顿 链 , 则 称 这 个 图 是 哈密 顿 图 . 

从 表面 上 看 ,哈密 顿 问题 和 欧 拉 问题 很 相似 ,但 实质 有 根本 区 别 ,是 图 论 中 尚 
未 解决 的 困难 问题 之 一 . 至 今 没有 充 要 条 件 ,只 是 针对 不 同类 型 的 题目 有 不 同 的 判 
断 方法 . 不 过 , 几 个 充分 条 件 已 经 知道 . 

设 G 是 n(n 之 3) 阶 的 简单 图 ,并 且 对 于 它 的 每 一 对 结 点 u,v 
都 有 
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d(wW +d(v) 之 ?一 1， 


则 图 G 存在 哈密 顿 链 . 
设 G 是 n(n 之 3) 阶 的 简单 图 , 若 它 的 每 个 结 点 的 度 都 满足 


dz) 之 也， 
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则 图 G 存在 哈密 顿 链 . 

例 6 有 ?7 种 不 同 的 工作 ,在 一 周 内 每 天 安排 一 人 完成 其 中 的 一 种 ,并 且 每 人 
所 能 承担 的 工作 不 超过 其 中 的 4 种 . 试 证 ,要 由 同一 人 承担 的 两 项 工作 不 排 在 接连 
的 两 天 里 是 可 行 的 . 

分 析 与 证 明 : 用 结 点 w，v。，vs，…， vr 表示 7 种 不 同 的 工作 ,如 果 结 点 w， 
5 天 7 对 应 的 两 种 工作 不 是 同一 个 人 所 能 承担 的 , 则 在 vi 与 v; 之 间 连 一 条 边 . 
将 由 此 作出 的 7 阶 简单 图 , 记 作 G. 因为 每 个 人 所 能 承担 的 工作 不 超过 4 种 ,所 以 
每 个 结 点 都 能 与 其 余 6 个 结 点 中 至 少 3 个 结 点 用 边 相连 . 因此 ， 

du) 过 3G 一 1，2，…，7). 


于 是 du) 十 duw) 二 6 一 7 一 1 天 1, 一 1，2，…，7. 

由 上 述 定理 15. 10 知 , 图 G 存 在 哈密 尔 顿 链 . 由 作 图 可 知 ,该 链 上 任何 一 对 邻接 
点 所 表示 的 两 种 工作 都 不 是 同一 个 人 所 能 承担 的 . 所 以 ,按照 这 条 哈密 尔 顿 链 上 结 点 
的 顺序 安排 这 7 种 工作 ,就 可 使 要 由 同一 人 承担 的 两 项 工作 不 排 在 接连 的 两 天 里 . 

例 7 nr 个 人 参加 一 次 会 议 ,在 会 议 期 间 , 每 天 都 要 在 一 张 贺 桌 上 共 进 晚餐 . 如 
果 要 求 每 次 晚餐 就 座 时 ,每 个 人 相 邻 就 座 者 都 不 相同 , 问 这 样 的 晚餐 最 多 能 进行 多 
少 次 ? 

证 明 : 用 ?个 点 表示 个 人 , 作 完全 图 K,, 则 天 。 中 的 一 个 哈密 顿 圈 就 是 一 次 
晚餐 的 就 座 方法 . 可 见 ,晚餐 最 多 能 进行 的 次 数 就 是 K, 中 无 公共 边 的 哈密 顿 圈 的 
个 数 . 


K, 中 有 5 条 边 ,每 个 哈密 顿 几 用 条 边 ,因此 , 边 不 相 重 的 哈密 顿 因 最 
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多 有 [ "| 个 . 当 一 2 十 1 时 ,将 顶点 0, 1, 2，…， 
2k 排列 如 图 . 先 取 一 个 哈密 顿 圈 (0, 1, 2, 2k, 3, 2k 一 
1，4，…，A 十 3，A,， & 十 2,，& 十 1，0) ,然后 绕 O 点 依次 
2 (k—1) -5 
顺 时 针 旋转 理 ， 和 5 ，…， 从 ,共产 生 A 一 [2 |] 


个 无 公共 边 的 哈密 顿 圈 ,如 果 n 二 2 十 2, 那么 每 次 在 
中 间 添 加 一 个 顶点 v, 同 样 有 个 哈密 顿 圈 . 


1.7 拉 姆 赛 (Ramsey) 问 题 


通常 我 们 把 与 图 的 染色 、 拉 姆 赛 数 、 抽 层 原 则 有 关 
的 问题 称 为 拉 姆 赛 (Ramsey) 问 题 . 比如 “证 明 在 任何 六 个 人 中 ,总 可 以 找到 三 个 互 
相 认 识 或 者 三 个 互相 不 认识 的 人 ”的 问题 就 属于 上 述 问题 . 

我 们 用 六 个 顶点 表示 六 个 人 ,如 果菜 两 个 人 互相 认识 ,就 在 相应 的 两 点 之 间 连 
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上 一 条 边 并 且 涂 上 红色 ;如 果 某 两 个 人 互相 不 认识 ,就 在 相应 的 两 点 之 间 连 上 一 条 
边 并 且 涂 上 蓝 色 . 要 证 明 的 结论 就 是 这 个 涂 了 色 的 中 Ke 中 一 定 有 一 个 各 边 同色 
的 三 角形 . 

定义 15542 用 种 颜色 Ci, C:,，…, Cs 去 染 完全 图 天 ,的 边 ,每 条 边 只 染 其 
中 的 一 种 颜色 ,这 样 得 到 的 完全 图 K, 简 称 为 & 色 完 全 图 天。 当 阶 数 nn 充分 大 时 ,k 
色 完 全 图 K, 中 必然 会 出 现 同色 三 角形 . 使 得 每 一 个 & 色 完 全 图 K, 都 含 同色 三 角 
形 的 最 小 n 记 为 rs. ri 的 存在 性 由 英国 数学 家 Ramsey 首先 证 明 , 所 以 六 叫做 
Ramsey 数 . 

两 色 的 完全 图 K, 必 存 在 同色 三 角形 的 最 小 n 是 6. 

(1) 对 每 一 个 正 整数 ,rs 存在 ,并 且 当 二 2 时 ， 


re kr 一 1) 十 2. 


(2) 对 一 切 自然 数 入 rs 过 1 十 1 十 k 十 和 一 了 十 … 十 名 十 蚀 十 如 


(Dr(2, qd) = 9g, r(p, 2) = p; 

(2) p 宇 2, 9 宇 2 时 ,r(p, 9g) 和 rr(p, gq—1)+r(p—1, q). 

当 p 之 2,g 之 2 时 ,r(p, 9) < Chrls. 

例 8 空间 中 的 六 个 点 ,任意 三 点 不 共 线 ,任意 四 点 不 共 面 ,成 对 地 连结 它们 
得 到 十 五 条 线段 . 用 红色 或 蓝 色 染 这 些 线段 (一 条 线段 只 染 一 种 颜色 ) ,求证 :无 论 
如 何 染 色 , 总 存在 同色 三 角形 . 

证 明 : 设 A, A:,,…, As 是 所 给 的 六 点 . 考虑 由 A, 出 发 的 5 条 线段 A,A，， 
AiA:，…, AiAe. 因 这 5 条 线段 只 有 红 、 蓝 两 种 颜色 ,因此 至 少 有 3 条 染 成 同一 种 
颜色 . 不 妨 设 这 3 条 线段 就 是 A1A;，A1iA;，AiA,, 且 它们 都 染 成 红色 ( 实 线 表示 
红色 ,虚线 表示 蓝 色 ). 若 人 A:A:A, 三 边 都 是 蓝 色 ( 如 图 8 所 示 ), 它 即 为 同色 三 
角形 . 
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图 9 


车 人 AsAsA4 至 少 有 一 条 边 ,例如 AsAs( 如 图 9 所 示 ) 为 红色 , 则 AAA:A; 是 
同色 三 角形 . 总 之 ,无 论 是 哪 种 情况 ,都 有 同色 三 角形 . 
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高 的 要 求 一 一 知识 的 不 断 更 新 、 更 加 开放 、 没 有 统一 的 答案 、 甚 至 没有 对 错 ,与 传统 
观点 有 时 会 有 冲撞 ,因此 更 需要 注重 探索 ,鼓励 探索 ,尤其 是 不 成 熟 的 探索 . 顺带 提 
一 下 数学 建 模 与 应 用 题 还 是 有 区 别 的 ,主要 表现 在 前 者 注重 开放 性 ,后 者 关注 应 帮 
性 ;应 用 题 强调 一 个 求解 过 程 ,而 数学 建 模 则 要 求全 过 程 . 


2.3 典型 问题 
在 数学 建 模 的 教学 中 要 突出 趣味 性 .因材施教 以 及 选择 典型 问题 与 猜想 ,比如 : 


2.3.1 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 
哥 尼斯 堡 是 前 苏联 加 里 宁 格 勒 的 一 个 小 城 , 流 贯 全 城 的 普 雷 格 尔 河西 岸 和 河 
中 两 个 小 岛 有 七 座 桥 彼此 相通 . 如 图 10 所 示 . 

该 城镇 居民 热衷 于 :从 陆地 任 一 地 方 开始 , 能 否 通 过 每 座 桥 一 次 且 仅 一 次 就 
能 回 到 原 地 . 
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图 10 图 11 
1763 年 伟大 的 数学 家 欧 拉 将 此 难题 转化 为 图 论 模型 (如 图 11). 由 此 可 见 这 是 


不 可 能 的 ,因为 图 中 的 每 个 点 都 只 与 奇数 条 线段 关联 ,不 可 能 将 这 个 图 不 重复 的 一 
笔画 成 (1. 5 节 提 到 的 七 桥 问题 ). 


2.3.2 田 忌 、 齐 王 赛马 

齐 王 与 田鼠 进行 赛马 . 双方 约定 :从 各 自 的 上 中 、 下 三 个 等 级 的 马 中 各 选 一 匹 
参赛 ; 每 匹 马 只 能 参赛 一 次 ; 每 一 次 比赛 双方 各 出 一 匹 马 , 负 者 要 付 给 胜 者 千金 . 
已 经 知道 , 在 同等 级 的 马 中 , 田鼠 的 马 不 如 齐 王 的 马 ,， 而 如 果 田 鼠 的 马 比 齐 王 的 
马 高 一 等 级 , 则 田鼠 的 马 可 获 胜 . 田鼠 应 采取 什么 对 策 才能 获胜 ? 答案 如 下 : 

1. 田鼠 的 下 马 4 一 > 齐 王 的 上 马 ; 
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$2 数学 建 模 中 的 图 论 问题 


2.1 引言 


如 今 数学 不 仅 在 各 门 自然 学 科技 术 和 制造 业 、 信 息 业 和 服务 业 等 各 种 行业 中 
有 广泛 的 应 用 ,而 且 在 国民 经 济 的 规划 和 预测 自然 资源 的 勘探 ,交通 和 物资 调配 、 
气象 预报 和 各 种 灾害 的 预报 ,以 及 医学 等 许多 领域 中 乃至 日 常生 活 中 都 显示 出 举 
足 轻重 的 作用 . 

这 一 切 促使 人 们 对 数学 的 重要 性 有 了 新 的 和 更 加 深刻 的 认识 . 联合 国 将 20 世 
纪 的 最 后 一 年 一 一 2000 年 列 为 “世界 数学 年 "“ 人 类 进入 了 数学 工程 技术 的 时 
代 ”. 在 这 样 的 背景 下 ,以 计算 机 为 工具 、 应 用 数学 知识 解决 实际 问题 的 能 力 将 成 为 
新 世纪 青年 重要 的 科学 素质 . 用 数学 解决 实际 问题 ,需要 将 现实 问题 归结 为 数学 问 
题 (又 称 建立 数学 模型 或 数学 建 模 ), 然 后 选择 合适 的 数学 方法 加 以 求解 ,对 求 得 的 
结果 用 适当 的 方法 加 以 验证 ,最 后 将 结果 应 用 于 现实 问题 ,对 某 些 现象 加 以 解释 ， 
或 作出 预测 ,或 用 于 设计 或 控制 某 个 过 程 等 等 . 

1991 年 ,上 海 市 工业 与 应 用 数学 学 会 和 上 海 市 青少年 科技 教育 中 心 决定 举办 
上 海 市 中 学 生 数学 知识 应 用 系列 活动 作为 对 高 中 数学 的 改革 和 补充 的 一 种 探索 ， 
并 自 那 一 年 开始 ,每 年 举行 一 次 中 学 生 数 学 知识 应 用 竞赛 . 这 项 活动 每 年 都 有 
5000 多 名 中 学 生 参 加 . 


2.2 数学 模型 的 定义 及 其 特点 


数学 模型 一 般 是 用 图 形 、 符 号 所 刻画 的 一 个 实际 问题 的 模型 ;数学 建 模 是 一 个 
全 面 的 过 程 , 主 要 有 (1) 将 现实 的 问题 归结 为 一 个 数学 问题 (建立 数学 模型 ), (2) 选 
择 合适 的 数学 方法 求解 ,(3) 对 求 得 结果 进行 验证 ,(4) 将 经 过 验证 的 结果 应 用 到 现 
实 问题 中 ,对 一 些 问题 加 以 解释 ,预测 、 设 计 、 控 制 \ 决 策 等 . 

求解 数学 模型 的 能 力 包括 对 现 有 数学 理论 要 有 较 全 面 地 了 解 并 具有 应 用 现 有 
能 力 ;归纳 刻画 问题 ,归纳 知识 的 能 力 ; 要 有 较 好 的 计算 机 知识 ;要 有 很 好 的 学 习 能 
力 ,新 知识 的 检索 ,接受 能 力 ; 对 未 知 问题 要 有 探索 欲望 和 精神 ,也 体现 出 解决 问题 
的 能 力 和 创新 精神 . 因此 对 数学 建 模 的 学 与 教 都 比较 特别 ,数学 建 模 的 学 习 主要 有 
继承 式 和 探究 式 两 类 . 继承 式 学 习 以 掌 握 人 类 积累 起 来 的 知识 为 目的 ,以 理解 和 记 
忆 为 主要 手段 . 探究 式 学 习 以 培养 学 生 解 决 问题 的 能 力 为 目的 ,以 学 习 归 结 问题 、 
寻求 解法 、 验 证 推广 为 手段 . 由 于 数学 建 模 问题 的 取材 与 生活 、 社 会 .经 济 相 结合 ， 
涉及 的 领域 广 ,问题 的 表述 ,求解 等 不 拘 形式 ,没有 统一 模式 ,因此 . 对 教师 提出 更 
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2. 田鼠 的 中 马 人 一 > 齐 王 的 下 马 ; 
3. 田鼠 的 上 马 人 > 齐 王 的 中 马 . 


2.3.3 中 国 邮 递 员 问 题 
一 名 邮递 员 负责 投递 某 个 街区 的 邮件 . 如 何 为 他 (她 ) 设 计 一 条 最 短 的 投递 路 
线 ( 从 邮局 出 发 ,经 过 投递 区 内 每 条 街道 至 少 一 次 ,最 后 返回 邮局 )? 
由 于 这 一 问题 是 我 国 著名 运筹 学 家 管 梅 谷 教 授 于 1960 年 首先 提出 的 ,所 以 国 
际 上 称 之 为 “中 国 邮递 员 问题 ”求解 中 国 邮递 员 问题 的 口诀 
先 分 奇偶 点 , 奇 点 对 对 联 ; 
连 线 不 重奏, 重 蚕 需 改 变 ; 
圈 上 联 线 长 ,不 得 过 半 圈 . 


例 9 在 图 12 中 从 第 一 个 点 出 发 经 过 所 有 边 至 少 一 次 ,然后 回 到 出 发 点 ,使 
得 总 长 度 最 短 . 
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图 12 


分 析 与 解 : 这 问题 的 本 质 就 是 中 国 邮递 员 问 题 ,按照 其 求解 口诀 第 一 步 应 该 
是 “ 先 分 奇偶 点 , 奇 点 对 对 联 ”, 将 八 个 奇 点 分 为 四 组 ,如 图 13. 
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然后 是 “ 连 线 不 重 从 , 重 全 需 改变 ”, 如 图 14. 
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图 14 
最 后 是 “ 圈 上 联 线 长 ,不 得 过 半 圈 ”, 如 图 15 和 图 16. 
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因此 得 到 答案 是 : 
我 们 得 到 一 条 行走 路 线 :w 一 vo 一 一 Ve 一 UUs 六 UW 阅 UyVe 习 U1 王 
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总 长 度 是 52, 其 中 有 20 是 必须 重复 走 的 ,这 是 最 少 的 重 走 数量 . 


2.3.4 最 小 生成 树 问 题 

定 久 558 在 赋 权 图 的 边 集 之 中 选 出 一 些 边 , 既 能 把 图 上 所 有 的 点 连结 起 
来 ,又 要 使 它们 的 边 权 之 和 达到 最 小 称 为 最 小 生成 树 . 

关于 最 小 生成 树 的 寻找 方法 可 以 参考 克 鲁 斯 卡尔 “最 小 边 加 入 法 ”, 其 基本 思 
想 : 在 原 有 的 边 中 找 一 条 长 度 最 短 的 边 加 入 到 新 的 图 中 ,继续 找 目前 最 短 的 边 不 断 
加 入 ,但 值得 注意 的 是 新 加 入 的 边 不 能 与 已 经 加 入 的 边 构 成 圈 , 如果 将 要 构成 圈 ， 
必须 将 该 边 舍 去 . 直到 找到 比 点 数 少 一 的 数目 的 边 加 入 后 ,这 样 得 到 的 图 一 定 就 是 
我 们 要 找 的 最 小 生成 树 . 

克 和 鲁 斯 卡尔 的 “最 小 边 加 入 法 ”算法 步骤 如 下 : 

输入 赋 权 无 向 连通 图 G = 一 V, E, W ,其 中 |V |=n,V 表示 所 有 点 的 集 
合 , 刁 表示 所 有 边 的 集合 ,W 表示 所 有 边 的 长 度 ( 权 重 ) 结 合 . 

1. 取 G 的 一 条 边 e, 使 得 权重 W(e) 最 小 ; 

2. 边 @ ,es，…, er 选 定 后 ,从 EE 一 {@，e:，…，, ex} 中 选 边 e+ 满足 以 下 两 个 条 件 ， 

(a) G[{e1, ez，…, er， er+1)] 不 含 圈 ， 

(b) 在 满足 (a) 的 前 提 下 W(e+i) 最 小 ; 

3. 步骤 2 不 能 进行 时 , 则 算法 停止 ,并 输出 G[ {e1， e:，…， ex}]. 

例 10 图 17 是 上 海 邻近 几 个 旅行 
城市 的 距离 图 ,试问 这 几 个 城市 间 的 最 
小 生成 树 是 什么 ? 

分 析 与 解 : 此 题 我 们 就 用 克 鲁 斯 卡 
尔 “ 最 小 边 加 入 法 ”来 找 最 小 生成 树 , 根 
据 其 算法 ,最 小 边 加 入 的 次 序 为 : 

(1) 临安 一 杭州 ,41 千 米 ; 

(2) 无 锡 一 常熟 ,43 千 米 ; 

(3) 无 锡 一 苏州 ,44 千 米 ; 

(4) 无 锡 一 宜兴 ,62 千 米 (尽管 常 
熟 到 苏州 为 51 千 米 ,但 这 条 边 加 入 后 ， 
无 锡 、 苏 州 .常熟 构成 了 一 个 圈 , 所 以 常 
熟 到 苏州 的 边 不 能 加 入 )， 

(5) 宜兴 一 湖州 ,66 千 米 ; 

(6) 湖州 一 临安 ,85 千 米 ; 

(7) 苏州 一 嘉兴 ,85 千 米 ; 
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图 18 


*ee@@ 瀛 国 采 陆 其 骸 十 问 


(8) 苏州 一 上 海 ,91 千 米 . 

总 长 度 为 :517 千 米 . 

例 11 某 化 学 公司 有 八 种 产品 :A, B, C, D, E, F, G, H. 已 知 : 

A 不 能 与 B, G, H 放 在 一 起 ;B 不 能 与 EF, F, H 放 在 一 起 ; 

C 不 能 与 D, G,，H 放 在 一 起 ;DD 不 能 与 E, 下 放 在 一 起 ; 

EE 不 能 与 F, G, HH 放 在 一 起 ;F 不 能 与 互 放 在 一 起 ; 

G 不 能 与 互 放 在 一 起 . 

试问 该 公司 至 少 需要 建 几 个 仓库 来 存放 这 八 种 产品 ? 

分 析 与 解 : 如 图 19 所 示 , 我 们 将 八 种 
产品 用 八 个 点 表示 ,不 能 放 在 一 起 的 两 个 
产品 ,其 对 应 点 之 间 连 一 条 边 . 那么 这 个 问 
题 等 价 于 求 图 中 顶点 最 少 需 多 少 种 颜色 来 
染色 ,使 得 有 边 连结 的 任意 两 个 顶点 颜色 
不 同 


高 ”由 图 19 可 看 出 ,B, E, FH 不 能 放 

点 在 一 起 . 因此 , 应 建 四 个 仓库 ,1 一 B，G 

的 2 一 E, A, C; 3 一 F; 4 一 万 , D. 

各 。 。 例 12 一 人 带 狗 、 鸡 , 米 过 河 , 除 船 需要 人 划 外 ,最 多 只 能 载 一 物 过 河 , 当 人 不 

你 在 时 , 狗 要 吃 鸡 、 鸡 要 吃 米 , 问 人 、 狗 、 鸡 , 米 应 怎样 过 河 ? 

8 分 析 与 解 ; 

日 人 在 此 岸 人 在 彼岸 
(1,1,1,1) {0,0, 0,0) 
[4 国语 | 风 )) (0,0, 0, 1) 
(1,1,0,1) (0,0, 1, 0) 
(1,0,1,1) (0, 1, 0,0) 
(1,0, 1,0) (0, 1,0,1) 

图 20 


我 们 将 状态 向 量 中 第 一 分 量 对 应 于 人 ,第 二 分 量 对 应 于 狗 , 第 三 分 量 对 应 于 
鸡 ,第 四 分 量 对 应 于 米 . 若 某 一 物 在 此 岸 , 则 将 状态 向 量 中 对 应 分 量 记 为 0; 反 之 在 
彼岸 , 则 记 为 0. 最 后 可 得 图 20, 且 可 找到 一 组 可 行 状 态 的 转换 . 

答案 :(1, 1, 1, 1) 一 (0, 1, 0, 1 一 (1, 1, 0, 1) 一 (0, 0, 0, 1) 一 (1, 0, 1， 
D—(0, 0, 1, 0)—(1, 0, 1, 0)—(0, 0, 0, 0). 
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本 章 思 考题 


-. 某 区 下 属 5 个 街道 . 它们 的 相对 位 置 及 距离 由 下 图 表示 (单位 : 千 米 ). 区 政府 准 
备 投资 建设 一 个 网 络 以 传输 内 部 文件 . 假定 建设 费用 与 距离 成 正比 ,请 为 它们 
设计 一 个 费用 最 省 的 建造 方案 . 


2. 三 个 商人 带 三 名 随从 要 乘 一 只 最 多 能 容纳 二 人 的 小 船 过 河 . 随从 们 密约 ,在 河 
的 任 一 岸 只 要 他 们 的 人 数 超过 商人 就 杀人 越 货 , 但 乘 船 的 安排 权 属于 商人 ,并 
且 商 人 们 已 经 知道 随从 的 这 项 密约 . 请 你 为 商人 制定 一 种 安全 过 河 的 方案 

.一 位 邮递 员 的 投递 范围 如 下 图 所 示 ( 单 位 : 百 米 ). 请 为 他 设计 最 住 的 投递 路 线 . 


名 


ee@@ 沁 图 录 冬 其 出 十 小 


4. 用 直线 构成 的 一 个 64 个 方 格 的 棋盘 ,要 用 几 笔 才能 画 出 所 有 的 路 线 而 不 重复 
其 中 的 任何 一 段 ? 
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